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A C K N O W L E D G M E N T S  
F i r s t ,  I  w o u l d  l i k e  t o  e x p r e s s  m y  s i n c e r e  a p p r e c i a t i o n  t o  m y  m a j o r  a d v i s e r ,  D r .  
J o h n  P .  C h a n d l e r ,  f o r  p r o v i d i n g  c o n t i n u o u s  s u p p o r t  i n  f i n i s h i n g  t h i s  t h e s i s ,  a n d  h e l p i n g  
m e  w i t h  h i s  i n t e l l i g e n t  s u p e r v i s i o n ,  c o n s t r u c t i v e  g u i d a n c e ,  a n d  i n s i g h t f u l  c r i t i q u e s  a n d  
s u g g e s t i o n s  f r o m  t h e  e a r l y  u n t i l  t h e  l a t e  s t a g e s  o f  t h e  w o r k s .  M y  s i n c e r e  a p p r e c i a t i o n  i s  
a l s o  a d d r e s s e d  t o  m y  o t h e r  c o m m i t t e e  m e m b e r s  D r .  B l a y n e  E .  M a y f i e l d  a n d  D r .  H u i z h u  
L u ,  f o r  t h e i r  c o o p e r a t i o n ,  f r i e n d s h i p ,  a n d  a s s i s t a n c e .  
S o  m a n y  p e o p l e  h a v e  h e l p e d  m e  i n  c o m p l e t i n g  t h i s  t h e s i s ,  i t  i s  i m p o s s i b l e  t o  
a c k n o w l e d g e  t h e m  a l l  p e r s o n a l l y .  I  h a v e  g a i n e d  m u c h  v a l u e  f r o m  m y  r e l a t i o n s h i p  w i t h  H .  
S i n a g a  d u r i n g  m y  s t u d y  a t  O k l a h o m a  S t a t e  U n i v e r s i t y ,  a n d  e n c o u r a g e m e n t  f r o m  m y  
f r i e n d s  i n c l u d i n g  Y .  S o f y a n ,  T .  R a h a r d j o  a n d  D r .  R o b e r t  A .  D i v a l i .  
I  a l s o  a m  i n d e b t e d  t o  t h e  G o v e r n m e n t  o f  I n d o n e s i a ,  w h o  s p o n s o r e d  m y  g r a d u a t e  
s t u d y  t h r o u g h  t h e  M i n i s t r y  f o r  R e s e a r c h  a n d  T e c h n o l o g y ,  i n  t h e  f r a m e w o r k  o f  t h e  
i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  S c i e n c e  A n d  T e c h n o l o g y  f o r  I n d u s t r i a l  D e v e l o p m e n t .  M a n y  
t h a n k s  t o  P r o f .  D r .  I n g .  B . J .  H a b i b i e ,  S t a t e  M i n i s t e r  o f  R e s e a r c h  a n d  T e c h n o l o g y ,  P r o f .  S .  
S a p i i e  D . S c . ,  M r s .  I r .  I n a  J u n i a r t i ,  V i c e  P r e s i d e n t  f o r  I P T N  C o m p u t i n g  C e n t e r ,  a n d  M r .  
I r .  M u r i a w a n  A .  K a d i r .  
F i n a l l y ,  I  w o u l d  l i k e  t o  d e d i c a t e  t h i s  t h e s i s  t o  m y  m o t h e r ,  l a t e  f a t h e r  a n d  l a t e  
s i s t e r  I d a  P u r b a .  
i i i  
T A B L E  O F  C O N T E N T S  
C h a p t e r  
P a g e  
I .  I N T i t O I J l J C T I O N  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1  
1 . 1  I n i t i a l  V a l u e  P r o b l e m  f o r  F i r s t - O r d e r  O I J E s  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 2  
1 . 2  T h e  E x i s t e n c e  a n d  l J n i q u e n e s s  o f  S o l u t i o n  o f  I n i t i a l  V a l u e  P r o b l e m s  - - - 3  
1 . 3  T a y l o r ' s  S e r i e s  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 4  
1 . 4  S t a b i l i t y  a n d  I n s t a b i l i t y  o f  O I J E s  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 6  
1 . 5  C o n v e r g e n c e  o f  E u l e r  M e t h o d  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 9  
1 . 6  T h e  M u l t i s t e p  C o n c e p t  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1 2  
I I .  S T A B I L I T Y  A N A L Y S I S  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1 6  
2 . 1  S t a b i l i t y  o f  E u l e r  M e t h o d s  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1 8  
2 . 2  S t a b i l i t y  o f  E x p l i c i t  I t u n g e - K u t t a  M e t h o d s  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 2 4  
2 . 3  S t a b i l i t y  o f l m p l i c i t  I t u n g e - K u t t a  M e t h o d s  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 3 0  
2 . 4  l ) i f f e r e n c e  E q u a t i o n s - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 3 1  
I I I .  S T A B I L I T Y  O F  M l J L  T I S T E P  M E T H O I J S  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 3 5  
3 . 1  L i n e a r  l ) i f f e r e n c e  E q u a t i o n s  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 3  8  
3  . 2  A d a m s  M e t h o d s  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 4 4  
3 . 3  B a c k w a r d  l ) i f f e r e n t i a t i o n  F o r m u l a  ( B I J F )  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 4 8  
3  . 4  P r e d i c t o r - C o r r e c t o r  M e t h o d s  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 5 1  
3 . 5  E x t r a p o l a t i o n  M e t h o d s  f o r  S o l v i n g  O I J E s  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 5 3  
I V .  S T I F F  O W I N A i t Y  I J I F F E i t E N T I A L  E Q l J A T I O N S  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 6 2  
4 . 1  S t i f f  l ) i f f e r e n t i a l  P r o b l e m s  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 6 6  
4 . 2  S t i f f n e s s  C o n c e p t s  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 6 8  
4 . 3  S t a b i l i t y  C o n c e p t s  o f N u m e r i c a l  S t i f f n e s s  M e t h o d s  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 7 2  
4 . 4  A  M o d i f i e d  E u l e r  M e t h o d  f o r  S o l v i n g  O I J E s  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 7 5  
4 . 5  A n  E x p l i c i t  E x p o n e n t i a l  M e t h o d  f o r  S o l v i n g  O I J E s  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 7 9  
4 .  6  0  l )  E  S o l v e r s  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 8 3  
V .  A N A L Y S I S  A N I )  I J I S C l J S S I O N  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 8 6  
5 . 1  I m p l e m e n t a t i o n  o f  a  M o d i f i e d  E u l e r  M e t h o d - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 8 7  
i v  
C h a p t e r  
P a g e  
5 . 2  I m p l e m e n t a t i o n  o f  a n  E x p o n e n t i a l  M e t h o d  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 9 0  
5 . 3  A n a l y s i s  o f  K i d n e y  P r o b l e m s  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 9 2  
5 . 4  A n a l y s i s  o f  A u t o c a t a l y t i c  P r o b l e m s  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 9 5  
5 . 5  A n a l y s i s  o f  P r o b l e m  D 4  o f  E n r i g h t  e t  a l .  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 9 7  
5 . 6  A n a l y s i s  o f  G u p t a  a n d  W a l l a c e ' s  P r o b l e m - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 9 9  
V I .  C O N C L U S I O N  A N D  S U G G E S T I O N  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1 0 1  
S E L E C T E D  B I B L I O G R A P H Y  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1 0 3  
A P P E N D I X E S  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1 1 6  
A P P E N D I X  A - - S O F T W A R E  A V A I L A B I L I T Y  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1 1 6  
A P P E N D I X  B  - - R O O T S  O F  A  C O M P L E X  P O L Y N O M I A L - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1 2 0  
A P P E N D I X  C - - L I N E A R  M U L T I S T E P  F O R M U L A S  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1 2 8  
A P P E N D I X  D - - E S T I M A T I O N  O F  E R R O R  A N D  S T E P S I Z E  
C O N T R O L  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1 3  7  
A P P E N D I X  E  - - S T A B I L I T Y  R E G I O N  O F  S I M P L E  P R E D I C T O R -
C O R R E C T O R  M E T H O D S  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1 4 8  
A P P E N D I X  F  - - C O L L E C T I O N  O F  P R O G R A M S  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1 5 2  
A P P E N D I X  G - - C O L L E C T I O N  O F  T A B L E S  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1 7 4  
v  
L I S T  O F  T A B L E S  
T a b l e  
P a g e  
2 . 1 .  S t a b i l i t y  R e g i o n  o f  R u n g e - K u t t a  f o r  O r d e r s  1  t o  1 0  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 2 8  
2 . 2  B u t c h e r ' s  A r r a y  o f R u n g e - K u t t a  M e t h o d s  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 2 9  
2 . 3  B u t c h e r ' s  A r r a y  o f  a  F o u r t h - O r d e r  R u n g e - K u t t a  m e t h o d - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 3 0  
3 . 1  A  T r i a l  S o l u t i o n  t o  F i n d  a  P a r t i c u l a r  S o l u t i o n  o f N o n h o m o g e n e o u s  
D i f f e r e n c e  E q u a t i o n s  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 4 2  
3  . 2  T a b l e  o f  E x t r a p o l a t i o n - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 5 6  
3 . 3  R o m b e r g  R e p r e s e n t a t i o n  o f y ' =  - y ,  y ( O )  =  1  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 5 9  
3 . 4  T h e  C o m p u t a t i o n  R e s u l t  o f y ' =  - y ,  y ( 0 ) = 1 ,  U s i n g  E x t r a p o l a t i o n ,  
E u l e r ,  a n d  A B M - 4  M e t h o d s - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 6 0  
G . 1  T a b l e  o f P e r f o r m a n c e s  o f M E B D F ,  V O D E ,  L S O D E ,  a n d  E P S O D E  
f o r  t h e  C a s e  o f  K i d n e y  P r o b l e m  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1 7  4  
G . 2  T a b l e  o f  P e r f o r m a n c e s  o f M E B D F ,  V O D E ,  L S O D E ,  a n d  E P S O D E  
f o r  t h e  C a s e  o f  A u t o c a t a l i t i c  R e a c t i o n  P a t h w a y  P r o b l e m - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1 8 4  
G . 3  T a b l e  o f  P e r f o r m a n c e s  o f M E B D F ,  V O D E ,  L S O D E ,  a n d  E P S O D E  
f o r  t h e  C a s e  o f  D 4  o f  E n r i g h t  e t  a l .  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1 8 6  
G . 4  T a b l e  o f  P e r f o r m a n c e s  o f M E B D F ,  V O D E ,  L S O D E ,  a n d  E P S O D E  
f o r  t h e  C a s e  o f  p r o b l e m  p r o p o s e d  b y  G u p t a  a n d  W a l l a c e - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1 8 8  
G . 5  T h e  C o m p u t a t i o n  R e s u l t s  f o r  P r o b l e m  1  o f  C h a p t e r  4 . 4  
U s i n g  M o d i f i e d  E u l e r  M e t h o d  a n d  E x a c t  S o l u t i o n  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1 9 0  
G . 6  T h e  C o m p u t a t i o n  R e s u l t s  f o r  P r o b l e m  2  o f  C h a p t e r  4 . 4  
U s i n g  M o d i f i e d  E u l e r  M e t h o d  a n d  M a t h e m a t i c a  P a c k a g e s - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1 9 1  
v i  
T a b l e  
P a g e  
G . 7  T h e  C o m p u t a t i o n  R e s u l t s  f o r  P r o b l e m  1  o f  C h a p t e r  4 . 4  
U s i n g  E x p o n e n t i a l  M e t h o d  a n d  t h e  E x a c t  S o l u t i o n  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1 9 2  
G . 8  T h e  C o m p u t a t i o n  R e s u l t s  f o r  P r o b l e m  2  o f  C h a p t e r  4 . 4  
U s i n g  E x p o n e n t i a l  M e t h o d  a n d  M a t h e m a t i c a  P a c k a g e s - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1 9 3  
v i i  
L I S T  O F  F I G U R E S  
F i g u r e  P a g e  
1 . 1  S o l u t i o n  y  =  ( 3 +  3 E / 5 ) e -
2 1  
+  2 E / 5 e
3 1  
f o r E =  0 ,  0 . 0 1 ,  a n d  0 . 1 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 7  
1 . 2  C r u d e  E u l e r  M e t h o d  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1 0  
1 . 3  N u m e r i c a l  R e s u l t s  U s i n g  E x a c t ,  E u l e r ,  a n d  T r a p e z o i d a l  M e t h o d s - - - - - - - - - - - - - - 1 1  
2 . 1  S t a b i l i t y  R e g i o n  o f  t h e  E x p l i c i t  E u l e r  M e t h o d  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1 9  
2 . 2  S t a b i l i t y  R e g i o n  o f  t h e  I m p l i c i t  E u l e r  M e t h o d  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1 9  
2 . 3  E u l e r  M e t h o d  w i t h  S t e p s i z e  h  =  0 . 0 1 ,  0 . 0 3 ,  0 . 0 4 ,  a n d  0 . 0 5  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 2 1  
2 . 4  C r u d e  E u l e r ,  I m p l i c i t  E u l e r  U s i n g  P C ,  a n d  I m p l i c i t  E u l e r  U s i n g  N e w t o n ' s  - - - 2 3  
2 . 5  I m p l i c i t  E u l e r  b y  S h o w i n g  t h e  V e c t o r  G r a d i e n t  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 2 4  
2 .  6  A  S e c o n d  O r d e r  o f  R u n g e - K u t t a  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 2 6  
2 . 7  S t a b i l i t y  R e g i o n  o f  S e c o n d  o r d e r  R u n g e - K u t t a  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 2 7  
2 . 8  D i f f e r e n c e  E q u a t i o n  M e t h o d s  U s i n g  F o r w a r d ,  B a c k w a r d  a n d  C e n t r a l  
f o r  h  =  0 . 0 5 ,  1 ,  2 ,  a n d  3 . - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 3 4  
3 . 1  C o m p u t a t i o n a l  R e s u l t s  o f y n +
2  
=  - 4 Y n + J +  5 y n +  h ( 4 f n + J +  2 f n )  
A p p l i e d  t o y '  =  y ,  y ( O )  =  1 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 4 3  
3 . 2  C o m p u t a t i o n  R e s u l t s  o f y '  =  - y ,  y ( O )  =  1  U s i n g  E x t r a p o l a t i o n ,  
E u l e r ,  a n d  A B M  - 4  M e t h o d s - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 6 1  
4 . 1  G r a p h i c a l  S o l u t i o n s  o f  e - t  a n d  e - J o o t  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 6 4  
4 . 2  A  R e p r e s e n t a t i o n  o f  a  M i n i m u m  R e g i o n  o f  A - S t a b i l i t y  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 7 3  
4 . 3  A  R e p r e s e n t a t i o n  o f  a  M i n i m u m  R e g i o n  o f  A ( a . ) - S t a b i l i t y - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 7 4  
v i i i  
F i g u r e  
P a g e  
4 . 4  A  R e p r e s e n t a t i o n  o f  a  M i n i m u m  R e g i o n  o f  A
0
- S t a b i l i t y  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 7 4  
4 . 5  A  R e p r e s e n t a t i o n  o f  a  M i n i m u m  R e g i o n  o f  a  S t i f f l y - S t a b l e  M e t h o d  - - - - - - - - - - 7 5  
5 . 1  P r o b l e m  1  o f  S e c t i o n  4 . 4  U s i n g  M o d i f i e d  E u l e r  M e t h o d  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 8 8  
5 . 2  P r o b l e m  2  o f  S e c t i o n  4 . 4  U s i n g  M o d i f i e d  E u l e r  M e t h o d  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 8 9  
5 . 3  P r o b l e m  1  o f  S e c t i o n  4 . 4  U s i n g  E x p o n e n t i a l  M e t h o d  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 9 0  
5 . 4  P r o b l e m  2  o f  S e c t i o n  4 . 4  U s i n g  E x p o n e n t i a l  M e t h o d - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 9 1  
5 . 5  K i d n e y  P r o b l e m s  w i t h  A =  9 0 2 6 8 8 3 5 9 ,  0 . 0 9 9 0 2 8 3 4 9 9 ,  
0 .  9 9 2  5  2 1 1 3  4 1  ,  a n d  1 .  0  3  0 4 8  7 9  8  5 6  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 9 2  
5 . 6  K i d n e y  P r o b l e m s  w i t h  A =  0 . 9 9 ,  0 . 9 ,  a n d  0 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 9 3  
5 . 7  O u t p u t  o f M a t h e m a t i c a  f o r  R o b e r t s o n  P r o b l e m - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 9 5  
5 . 8  R o b e r t s o n  P r o b l e m  S o l v e d  w i t h  E P S O D E  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 9 6  
5 . 9  P r o b l e m  D 4  o f  E n r i g h t  e t  a l .  S o l v e d  w i t h  M a t h e m a t i c a  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 9 7  
5 . 1 0  P r o b l e m  D 4  o f  E n r i g h t  e t  a l .  S o l v e d  w i t h  M E B D F  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 9 8  
5 . 1 1  G u p t a  a n d  W a l l a c e ' s  P r o b l e m  S o l v e d  w i t h  M a t h e m a t i c a  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 9 9  
5 . 1 2  G u p t a  a n d  W a l l a c e ' s  P r o b l e m  S o l v e d  w i t h  V O D E  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1 0 0  
B - 1  S t a b i l i t y  R e g i o n  o f R u n g e - K u t t a  M e t h o d s  O r d e r s  1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  a n d  5 - - - - - - - - - - - - - 1 2 7  
E - 1  A  P C - M e t h o d  W h e r e  a  T r a p e z o i d a l  a s  a  C o r r e c t o r  a n d  
a n  E u l e r  a s  a  P r e d i c t o r  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1 5 0  
E - 2  A  P C - M e t h o d  W h e r e  t h e  I m p l i c i t  E u l e r  M e t h o d  a s  C o r r e c t o r  
a n d  C r u d e  E u l e r  a s  a  P r e d i c t o r  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1 5 1  
i x  
L I S T  O F  S Y M B O L S  A N D  T E R M S  
S y m b o l s  
M e a n i n g s  
<  
l e s s  
~ 
l e s s  o r  e q u a l  
>  
g r e a t e r  
~ 
g r e a t e r  o r  e q u a l  
*  
n o t  e q u a l  
I  I  
a b s o l u t e  v a l u e  
s u c h  t h a t  
{  }  
s e t  
c  
s u b s e t  
0 0  i n f i n i t y  
m m  
m i n i m u m  
m a x  
m a x i m u m  
f a c t o r i a l  
I  
s u m m a t i o n  
l i m  
l i m i t  
x~b 
x  a p p r o a c h e s  b  
V '  
b a c k w a r d  d i f f e r e n c e  
X  
S y m b o l s  
R e ( z )  
I m ( z )  
a r g ( z )  
u  
> >  
a  ! a t  
0 ( )  
[  ]  T  
~ 
M e a n i n g s  
t h e  r e a l  p a r t  o f  a  c o m p l e x  n u m b e r  z  
t h e  i m a g i n a r y  p a r t  o f  a  c o m p l e x  n u m b e r  z  
a r g u m e n t  o f  a  c o m p l e x  n u m b e r  z  
u n i o n  
f a r  g r e a t e r  
p a r t i a l  d e r i v a t i v e  o v e r  t  
o r d e r  
m a t r i x  t r a n s p o s e  
s e t  o f  r e a l  n u m b e r s  
x i  
C H A P T E R  I  
I N T R O D U C T I O N  
B e f o r e  c o m p u t e r s  w e r e  i n v o l v e d  i n  h u m a n  l i v e s ,  s c i e n t i f i c  p r a c t i c e  o n l y  
r e c o g n i z e d  t w o  t e r m i n o l o g i e s ;  t h e o r y  a n d  e x p e r i m e n t .  H o w e v e r ,  a f t e r  c o m p u t e r s  b e c o m e  
i n v o l v e d  i n  h u m a n  l i v e s ,  c o m p u t a t i o n a l  s c i e n c e  b e c o m e s  o n e  o f  t h e  t e r m i n o l o g i e s  i n  
s c i e n t i f i c  p r a c t i c e  a n d  s t a n d s  b e s i d e  o f  t h e  o t h e r s  a s  a n  e s s e n t i a l  m e t h o d o l o g y .  I t  i s  
u n d e n i a b l e  t h a t  m o s t  p a r t s  o f  s c i e n c e  a n d  e n g i n e e r i n g  c a n  b e  m o d e l e d  b y  m a t h e m a t i c a l  
e q u a t i o n s .  U n f o r t u n a t e l y ,  m o s t  o f  m a t h e m a t i c a l  e q u a t i o n s  a r e  n o t  e a s y  t o  s o l v e  e x a c t l y ,  
s o  w e  n e e d  t o  a p p r o x i m a t e  t h e i r  s o l u t i o n s .  T h e  m e t h o d s  u s e d  t o  a p p r o x i m a t e  t h e s e  
s o l u t i o n s  a r e  c a l l e d  n u m e r i c a l  m e t h o d s .  S c i e n t i f i c  c o m p u t i n g  s t a r t s  b y  t r a n s f o r m i n g  t h e  
r e a l - l i f e  p r o b l e m s  i n t o  m a t h e m a t i c a l  m o d e l s .  I n  t h i s  c a s e ,  e s s e n t i a l  f e a t u r e s  o f  s c i e n t i f i c  
p r o b l e m s  a r e  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  f o r m  o f  m a t h e m a t i c a l  e q u a t i o n s .  T h e  s e c o n d  s t e p  i s  t o  
m o d i f y  t h e  m a t h e m a t i c a l  m o d e l s ,  s o  t h a t  t h e y  a r e  s u i t a b l e  f o r  n u m e r i c a l  c o m p u t a t i o n s .  I n  
t h i s  s t a g e ,  u s u a l l y  w e  h a v e  t o  d i s c r e t i z i s e  t h e  d o m a i n  o f  p r o b l e m s  i n t o  s t e p s  o f  
c o m p u t a t i o n ,  s o  t h a t  t h e  f o r m u l a t i o n s  c a n  b e  e x e c u t e d  n u m e r i c a l l y  e i t h e r  b y  c o m p u t e r s  o r  
b y  h u m a n  b r a i n s  m a n u a l l y ,  u s i n g  t h e  o p e r a t o r s  + , - ,  * ,  a n d  I .  T h e  t h i r d  s t a g e  i s  t o  t e s t  a n d  
v a l i d a t e  t h e  s o l u t i o n s .  T h i s  c a n  b e  d o n e  b y :  c o m p a r i n g  w i t h  t h e  e x a c t  s o l u t i o n s ,  
c o m p a r i n g  w i t h  p r e v i o u s l y  v a l i d a t e d  c o m p u t a t i o n s ,  c o m p a r i n g  w i t h  l a b o r a t o r y  
e x p e r i m e n t s ,  a n d  a n a l y z i n g  t h e  c o n v e r g e n c e s ,  t h e  e r r o r s ,  a n d  t h e  d i a g n o s t i c  d a t a .  F i n a l l y ,  
1  
2  
t h e  t e s t e d  a n d  v a l i d a t e d  c o d e s  a r e  r e a d y  t o  u s e  f o r  v a r i o u s  s c i e n t i f i c  a n d  e n g i n e e r i n g  
p r o b l e m s .  
S o m e  s c i e n t i f i c  a n d  e n g i n e e r i n g  p r o b l e m s  a r e  m o d e l e d  b y  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s  s u c h  a s  y ' =  f ( t , y ) ,  y ( t
0
)  =  y
0
.  A m o n g  t h e m  a r e  c h e m i c a l  r e a c t i o n s  ( c h e m i s t r y ) ,  
h e a t - f l o w  p r o b l e m s  ( t h e r m o d y n a m i c s ) ,  e l e c t r i c a l  c i r c u i t s  ( e l e c t r i c a l  e n g i n e e r i n g ) ,  f o r c e  
p r o b l e m s  ( m e c h a n i c s ) ,  r a t e  o f  b a c t e r i a l  g r o w t h  ( b i o l o g i c a l  s c i e n c e ) ,  d e c o m p o s i t i o n s  o f  
r a d i o a c t i v e  m a t e r i a l  ( a t o m i c  p h y s i c s ) ,  p o p u l a t i o n  g r o w t h  ( s t a t i s t i c s ) ,  a n d  s i m u l a t i o n  a n d  
c o n t r o l  s y s t e m s  ( c o n t r o l  e n g i n e e r i n g ) .  D u e  t o  d i f f i c u l t i e s  i n  f i n d i n g  t h e  e x a c t  s o l u t i o n s  o f  
o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  ( O D E s ) ,  t h e  s t u d y  o f  n u m e r i c a l  s o l u t i o n  o f  O D E s  b e c o m e s  
i m p o r t a n t .  
T h e  c h o i c e  o f  n u m e r i c a l  m e t h o d s  u s e d  f o r  t h e  a p p r o x i m a t i o n s  d e p e n d s  o n  t h e  
a c c u r a c y  n e e d e d  a n d  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  o f  t h e  p r o b l e m .  S i n c e  e v e r y  n t h - o r d e r  o f  O D E  c a n  
b e  t r a n s f o r m e d  i n t o  a  s y s t e m  o f  f i r s t - o r d e r  O D E s ,  h e r e  t h e  d i s c u s s i o n  w i l l  b e  c o n f i n e d  
o n l y  t o  s y s t e m s  o f  f i r s t - o r d e r  O D E s .  F o r  a  s i m i l a r  r e a s o n ,  t h e  d i s c u s s i o n  w i l l  a l s o  b e  
l i m i t e d  t o  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m s  ( I P V s ) .  
1 . 1  I n i t i a l  V a l u e  P r o b l e m  f o r  F i r s t - O r d e r  O D E s  
T h e  g e n e r a l  f o r m  o f  a n  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m  f o r  a  f i r s t - o r d e r  O D E  c a n  b e  w r i t t e n  
a s  y ' =  f ( t , y ) ,  w h e r e  a n  i n i t i a l  v a l u e  y ( a )  i s  g i v e n  a n d  t i s  i n  t h e  i n t e r v a l  [ a , b ] .  E v e r y  n t h -
o r d e r  O D E  i n  t h e  f o r m  o f  d " y / d t "  =  y < n )  =  f ( t , y , y <
1
> , y <
2
> ,  . . .  , y < n - l ) )  w i t h  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  
y ( i ) ( a ) =  c i ,  i = 0 , 1 ,  . . .  , n - 1 ,  c a n  b e  c o n v e r t e d  i n t o  a  s y s t e m  o f  f i r s t - o r d e r  O D E s  o f t h e  f o r m  
d y / d t  =  fi(t,y~>y
2
, . . .  , y n ) ,  y i C a ) = c i  ,  i = 1 , 2 ,  . . .  , n - 1  b y  s u b s t i t u t i n g  y
1
= y ,  y
2
= d y / d t ,  . .  
3  
3  (  ) 2  
d  Y  d y  1  
. , y
0
= d y
0
_ / d t .  F o r  e x a m p l e ,  a  t h i r d - o r d e r  I P V  -
3  
+  - +  3 y  =  e  ,  y ( O )  =  1 ,  y ' ( O )  =  0 ,  
d t  d t  
y " ( O )  =  0  c a n  b e  c o n v e r t e d  i n t o  a n  i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m  f o r  t h e  v a r i a b l e s  y ,  d y / d t ,  a n d  
d
2
y / d t
2  
b y  s u b s t i t u t i n g  y
1
= y ,  y
2
= d y / d t ,  a n d  y
3
= d
2
y / d t
2
.  A p p l y i n g  t h e s e  n e w  v a r i a b l e s  w i l l  
t r a n s f o r m  t h e  t h i r d - o r d e r  O D E  i n t o  a  s y s t e m  o f  f i r s t - o r d e r  O D E s  t h a t  c a n  b e  w r i t t e n  a s  
d y  I  =  d y  2  - d y  3  - I  2  
d t  y 2 ,  d t  - y 3 ,  d t  - e  - y 2  - 3 y i  
w h e r e  y
1
( 0 ) = 0 ,  y
2
( 0 ) = 0 ,  y i O ) = O .  A f t e r  t r a n s f o r m i n g  t h e  p r o b l e m  i n t o  a  s y s t e m  o f  f i r s t -
o r d e r  O D E s ,  o u r  p r o b l e m  b e c o m e s  h o w  t o  s o l v e  t h i s  s y s t e m  o f  f i r s t - o r d e r  O D E s  u s i n g  
n u m e r i c a l  c o m p u t i n g  m e t h o d s .  S o l v i n g  t h e  f i r s t - o r d e r  O D E  w i l l  l e a d  u s  t o  n o n s t i f f  o r  
s t i f f  d i f f e r e n t i a l  s y s t e m s .  T h e s e  p r o b l e m s  a f f e c t  t h e  s t a b i l i t y  o f  t h e  m e t h o d s  u s e d  t o  
s o l v e  t h e  s y s t e m  o f  f i r s t - o r d e r  O D E s .  
1 . 2  T h e  E x i s t e n c e  a n d  U n i q u e n e s s  o f  S o l u t i o n s  o f  I n i t i a l  V a l u e  P r o b l e m s  
T h e  f i r s t  i n t e r e s t i n g  q u e s t i o n  i n  h a n d l i n g  f i r s t - o r d e r  O D E s  i s  t o  a s k  a b o u t  t h e  
e x i s t e n c e  o f  a  s o l u t i o n .  B y  i n v e s t i g a t i n g  t h e  e x i s t e n c e  o f  a  s o l u t i o n ,  w e  d o  n o t  w a s t e  o u r  
t i m e  t r y i n g  t o  s o l v e  a  p r o b l e m  t h a t  h a s  n o  s o l u t i o n  i n  a  g i v e n  d o m a i n .  A n  u n d e r s t a n d i n g  
o f  L i p s c h i t z  c o n d i t i o n s  p l a y s  a n  i m p o r t a n t  r u l e  i n  p r o v i n g  t h e  e x i s t e n c e  a n d  t h e  
u n i q u e n e s s  o f  s o l u t i o n s  o f  f i r s t - o r d e r  O D E s .  
A  f u n c t i o n  f ( t , y )  i s  s a i d  t o  s a t i s f y  a  L i p s c h i t z  c o n d i t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  y  i n  a  
r e g i o n  D  c  9 t x 9 t ,  i f  f o r  a l l  ( t , y )  a n d  ( t , z )  i n  D ,  t h e r e  e x i s t s  a  c o n s t a n t  L  >  0  s u c h  t h a t  
l f ( t , y )  - f ( t , z ) l  ~ L l y - z l .  H e r e ,  t h e  c o n s t a n t  L  i s  c a l l e d  a  L i p s c h i t z  c o n s t a n t  f o r  f .  F o r  
e x a m p l e ,  l e t  f ( t , y )  =  1  +  /  f o r  D = { ( t , y )  I  l t l  <  1 ,  I Y I  <  1 } .  I t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  
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l f ( t , y ) - f ( t , z ) l  =  l 1 + y  - ( l + z  ) I =  I Y  - z  I =  l y + z l l y - z l .  S m c e  l t l  <  1  a n d  I Y I  <  1 ,  t h a n  w e  c a n  
t a k e  L = 2  a s  a  L i p s c h i t z  c o n s t a n t  f o r  f .  
M a n y  a u t h o r s  i n  t h e  f i e l d  o f  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s  h a v e  p r o v e d  t h e  e x i s t e n c e  o f  
s o l u t i o n s  o f  f i r s t - o r d e r  O D E s .  U s u a l l y ,  a  c o n s t r u c t i v e  s o l u t i o n  o f  a  f i r s t - o r d e r  O D E  c a n  
b e  a c c o m p l i s h e d  u s i n g  P i c a r d  i t e r a t i o n .  B r a u n  [ 1 0 ]  s a i d  t h a t  i f  f  a n d  8 f  / 8 y  a r e  
c o n t i n u o u s  i n  t h e  r e c t a n g l e  D = { ( t , y )  I  t
0
: : ;  t : : ;  t
0
+ a ,  I Y - Y o l  : : ;  b  } ,  t h e n  t h e  i n i t i a l  v a l u e  
p r o b l e m  y ' = f ( t , y ) ,  y ( t
0
) = y
0  
h a s  a t  l e a s t  o n e  s o l u t i o n  y ( t )  o n  t h e  i n t e r v a l  t
0  
: : ;  t  : : ;  t
0
+ a ,  
w h e r e  a =  m i n { a , b / M }  a n d  M  =  m a x  l f ( t , y ) l .  S h a m p i n e  a n d  G o r d o n  [ 9 9 ]  u s e d  t h e  
( t , y ) i n D  
t e r m i n o l o g y  o f  L i p s c h i t z  c o n d i t i o n  t o  s h o w  a  n e c e s s a r y  c o n d i t i o n  f o r  t h e  i n i t i a l  v a l u e  
p r o b l e m  y ' = f ( t , y )  t o  h a v e  a  s o l u t i o n  o n  a  g i v e n  d o m a i n .  
T h e  s e c o n d  i n t e r e s t i n g  q u e s t i o n  i n  h a n d l i n g  f i r s t - o r d e r  O D E s  i s  t o  a s k  a b o u t  t h e  
u n i q u e n e s s  o f  s o l u t i o n .  T h e  g u a r a n t e e  f o r  u n i q u e n e s s  o f  s o l u t i o n s  b e c o m e s  i m p o r t a n t ,  
e s p e c i a l l y  w h e n  w e  w a n t  t o  f i n d  a n  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  f o r  t h e  p r o b l e m .  O t h e r w i s e ,  o u r  
c o m p u t a t i o n  m a y  n e v e r  c o n v e r g e .  S h a m p i n e  a n d  G o r d o n  [ 9 9 ]  c l a i m  t h a t  i f  f ( t , y )  i s  
c o n t i n u o u s  a n d  s a t i s f i e s  a  L i p s c h i t z  c o n d i t i o n  o n  a n  o p e n  r e g i O n  
D = { ( t , y )  I  a  : : ;  t  : : ;  b ,  - o o  <  y  <  o o  } ,  t h e n  t h e  p r o b l e m  y ' = f ( t , y ) ,  y ( a ) = A  h a s  a  u n i q u e  
s o l u t i o n  f o r  a l l  i n t e r v a l s  [ a , b ] .  B r a u n  [ 1 0 ]  u s e d  t h e  s a m e  p r e m i s e s  a s  t h o s e  i n  t h e  
e x i s t e n c e  s o l u t i o n ,  i n  o r d e r  t o  s h o w  t h e  u n i q u e n e s s  o f  a  s o l u t i o n  o f  a  f i r s t - o r d e r  O D E .  
1 . 3  T a y l o r ' s  S e r i e s  
N e w t o n  a n d  T a y l o r  h a s  i n t r o d u c e d  a  m o n u m e n t a l  c o n c e p t  o f  a p p r o x i m a t i n g  a  
f u n c t i o n  u s i n g  a  p o l y n o m i a l  g e n e r a t e d  i n v o l v i n g  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  f u n c t i o n .  T h i s  
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m e t h o d  o f  a p p r o x i m a t i o n  h a s  b e e n  u s e d  i n  m a n y  a p p l i c a t i o n s .  U n f o r t u n a t e l y ,  i n  o r d e r  t o  
g a i n  a  c h e a p  c o s t  o f  c o m p u t a t i o n ,  t h i s  m e t h o d  i s  r a r e l y  u s e d  b y  i t s e l f  i n  s o l v i n g  p r o b l e m s .  
B u t ,  s o m e  m e t h o d s  i n  O D E  c o m p u t a t i o n s  s u c h  a s  E u l e r ,  R u n g e - K u t t a ,  e t c .  u s e  t h i s  
T a y l o r ' s  s e r i e s  e x p a n s i o n .  B y  s o m e  m a t h e m a t i c a l  m a n i p u l a t i o n s ,  t h e  n e e d  t o  c a l c u l a t e  
d e r i v a t i v e s  o c c u r r i n g  i n  T a y l o r ' s  s e r i e s  c a n  b e  o m i t t e d .  T h e  e x p a n s i o n  o f  a  f u n c t i o n  f  
u s i n g  T a y l o r ' s  n - s e r i e s  n e e d s  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  f  s h o u l d  h a v e  n +  1  c o n t i n u o u s  d e r i v a t i v e s .  
S u p p o s e  f ( t )  h a s  n + 1  c o n t i n u o u s  d e r i v a t i v e s  i n  [ a , b ] .  F o r  a  p o i n t  t ,  a n d  c  i n  [ a , b ] ,  t h e  
T a y l o r  e x p a n s i o n  o f f ( t )  a r o u n d  c i s  g i v e n  a s  
f ( t )  =  f ( c )  +  f ' ( c ) ( t - c )  +  f
2
> ( c ) ( t - c )
2
/ 2 !  +  . . .  +  r n > ( c ) ( t - c t / n !  +  Rn+I(~), 
w h e r e  Rn+I(~) =  r n + I ) ( t - c t +
1  
I  ( n + 1 ) ! ,  a n d  ~ i s  a  p o i n t  b e t w e e n  t  a n d  c .  T a y l o r ' s  
e x p a n s i o n  o f  f u n c t i o n  f  o f  t w o  v a r i a b l e s  t  a n d  y ,  w h e r e  f  a n d  a l l  i t s  p a r t i a l  d e r i v a t i v e s  o f  
o r d e r  u p  t o  n +  1  a r e  c o n t i n u o u s  i n  a  n e i g h b o r h o o d  o f  t h e  p o i n t  (  a , b )  i s  g i v e n  a s  
f ( t , y )  =  f ( a , b ) +  I  a r + s f ( a , b )  c t - a f  ( y - b /  
~r s  + R  
l : 5 r + s : 5 n  U l  8 y  r !  S !  n + l '  
w h e r e  
R  =  "  8r+sf(~,TJ) ( t - a ) r  ( y - b /  
n + l  L . . , .  r  s  
r + s = n + l  O t  8 y  r !  s !  '  
w i t h  t h e  v a l u e  (~,11) s i t u a t e d  o n  t h e  l i n e  s e g m e n t  j o i n i n g  t h e  p o i n t s  ( a , b )  a n d  ( t , y ) .  
B a r t o n  [ 8 ]  h a s  u s e d  t h i s  m e t h o d  t o  s o l v e  s t i f f  p r o b l e m s .  H e  e q u i p p e d  t h e  m e t h o d  
w i t h  f i v e  d e v i c e s :  a  d e v i c e  f o r  e s t i m a t i n g  t h e  l o c a l  e r r o r ,  a  d e v i c e  f o r  p r e d i c t i n g  a  s t e p s i z e  
h ,  t h e  u s e  o f  p r e d i c t o r  a n d  c o r r e c t o r  f o r m u l a s ,  a  d e v i c e  f o r  d e c i d i n g  t h e  o r d e r  o f  T a y l o r  
s e r i e s  t o  b e  u s e d ,  a n d  a  d e v i c e  t o  d e t e c t  w h e n  a  t r a n s i e n t  h a s  n o  e f f e c t  o n  t h e  s o l u t i o n .  
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C o r l i s s  a n d  C h a n g  [ 2 4 ]  h a v e  d e v e l o p e d  s o f t w a r e ,  A T S M C C  ( A u t o m a t i c  T a y l o r  S e r i e s  b y  
M o r r i s s ,  C h a n g ,  a n d  C o r l i s s ) ,  u s i n g  t h i s  T a y l o r  a p p r o a c h .  T h e  s o f t w a r e  c a n  b e  u s e d  t o  
s o l v e  n o n s t i f f  s y s t e m s  a n d  m o d e r a t e l y  s t i f f  s y s t e m s  o f  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m s  o f  O D E s .  
1 . 4  S t a b i l i t y  a n d  I n s t a b i l i t y  o f  O D E s  
A l l  n u m e r i c a l  m e t h o d s  a r e  p r o p o s e d  t o  a p p r o x i m a t e  t h e  t r u e  s o l u t i o n s  o f  
m a t h e m a t i c a l  p r o b l e m s  t h a t  a r e  n o t  e a s y  t o  s o l v e .  I n  o r d e r  t o  h a v e  a c c u r a t e  s o l u t i o n s ,  t h e  
m e t h o d s  s h o u l d  b e  s t a b l e ,  s o  w e  c a n  a p p r o x i m a t e  t h e  t r u e  v a l u e s  b y  c o n t r o l l i n g  t h e  e r r o r s .  
W h e n  t r y i n g  t o  s o l v e  a n  O D E  p r o b l e m ,  s o m e t i m e s  w e  a r e  f a c i n g  w i t h  i n s t a b i l i t i e s  o f  
s o l u t i o n s .  T h e  i n s t a b i l i t i e s  a r e  n o t  o n l y  c a u s e d  b y  t h e  a p p r o x i m a t i o n  m e t h o d  o f  s o l u t i o n ,  
b u t  a r e  c a u s e d  b y  t h e  O D E  p r o b l e m  i t s e l f .  I n  g e n e r a l ,  w e  c a n  c l a s s i f y  i n s t a b i l i t i e s  o f  
O D E s  s o l u t i o n s  i n t o  t w o  c a t e g o r i e s :  i n h e r e n t  i n s t a b i l i t y  a n d  i n d u c e d  i n s t a b i l i t y .  
I n h e r e n t  i n s t a b i l i t y  i s  a n  i n s t a b i l i t y  c a u s e d  m e r e l y  b y  t h e  p r o p e r t y  o f  t h e  
d i f f e r e n t i a l  s y s t e m ,  a n d  n o t  t h e  m e t h o d  o f  s o l u t i o n ,  w h i l e  i n d u c e d  i n s t a b i l i t y  i s  a n  
i n s t a b i l i t y  c a u s e d  b y  t h e  u s e  o f  a  p a r t i c u l a r  n u m e r i c a l  m e t h o d  i n  s o l v i n g  t h e  p r o b l e m .  
W e  w i l l  d i s c u s s  t h e  l a t t e r  i n  t h e  n e x t  c h a p t e r .  T o  h a v e  a  b e t t e r  u n d e r s t a n d i n g  o f  i n h e r e n t  
i n s t a b i l i t y ,  l e t ' s  t a k e  a  l o o k  a t  t h e  f o l l o w i n g  O D E  p r o b l e m :  y "  - y '  - 6 y  =  0 ,  w i t h  i n i t i a l  
c o n d i t i o n s  y ( O )  =  3 ,  a n d  y ' ( O )  =  - 6 .  T h e  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n  o f  t h i s  p r o b l e m  i s  y ( t )  =  3 e -
2 1
.  
T h i s  s o l u t i o n  w i l l  t e n d  t o  z e r o  w h e n  t  g o e s  t o  i n f i n i t y .  S u p p o s e  w e  c h a n g e  t h e  i n i t i a l  
v a l u e  y ( O )  b y  a d d i n g  t o  i t  a  s m a l l  v a l u e  f :  >  0 ,  s o  t h a t  y ( O )  =  3  +  E .  T h e  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n  
f o r  t h i s  n e w  i n i t i a l  v a l u e  i s  y ( t )  =  ( 3 +  3 E : / 5 ) e -
2 1  
+  ( 2 E / 5 )  e
3 1
•  I t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  n o  m a t t e r  
h o w  s m a l l  f :  i s  c h o s e n ,  t h e  s o l u t i o n  w i l l  t e n d  t o  i n f i n i t y  a s  t  g o e s  t o  i n f i n i t y .  I n  t h i s  c a s e ,  
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t h e  s o l u t i o n  y ( t )  =  e -
2 1  
i s  s a i d  t o  b e  u n s t a b l e .  T h e  p i c t u r e  o f  t h e  s o l u t i o n  f o r E  =  0 ,  0 . 0 1 ,  
a n d  0 . 1  a r e  g i v e n  i n  F i g u r e  1 . 1 .  I n  n u m e r i c a l  a n a l y s i s ,  t h e  s i t u a t i o n  w h e n  a  l i t t l e  c h a n g e  
i n  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n  g i v e s  a n  u n s t a b l e  s o l u t i o n  i s  c a l l e d  a n  i l l - c o n d i t i o n e d  p r o b l e m .  I t  
i s  d i f f i c u l t  t o  s o l v e  a n  i l l - c o n d i t i o n e d  O D E  p r o b l e m  n u m e r i c a l l y  s i n c e  t h e  n u m e r i c a l  
m e t h o d  u s u a l l y  h a s  r o u n d i n g  e r r o r s .  T h e  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  w i l l  a l w a y s  t e n d  t o  
i n f i n i t y  j u s t  l i k e  t h e  e x a m p l e  o f  c h a n g i n g  a n  i n i t i a l  c o n d i t i o n  g i v e n  a b o v e .  I t  i s  i m p o r t a n t  
t h e n  t o  l o o k  a t  t h e  s t a b i l i t y  o f  t h e  s y s t e m  b e f o r e  p e r f o r m i n g  s o m e  n u m e r i c a l  
c o m p u t a t i o n s .  
1 0  
8  
I  
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T h e  c o n c e p t  o f  s t a b i l i t y  o f  a  s y s t e m  g i v e n  h e r e  i s  b a s e d  o n  t h e  c o n c e p t  w r i t t e n  b y  
B r a u n  [ 1  0 ] .  T h e  q u e s t i o n  w h e t h e r  t h e  s o l u t i o n  ~(t) o f  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  y ' = f ( y ) ,  
w i t h  y ( O )  =  y
0  
i s  s t a b l e  o r  u n s t a b l e  i s  j u s t  t h e  s a m e  a s  a s k i n g  w h e t h e r  e v e r y  s o l u t i o n  \ j l ( t )  
o f  y  ' =  f ( y )  s t a r t i n g  f r o m  a  v a l u e  t h a t  i s  v e r y  c l o s e  t o  ~(t) a t  t = O  r e m a i n s  c l o s e  t o  ~(t) f o r  
a l l  t  i n  t h e  g i v e n  i n t e r v a l  o r  n o t .  T h e  s o l u t i o n  y=~(t) o f  y  '  =  f ( y )  i s  s a i d  t o  b e  s t a b l e  i f  
e v e r y  s o l u t i o n  \ j l ( t )  o f  y  '  =  f ( y )  w h i c h  s t a r t s  s u f f i c i e n t l y  c l o s e  t o  ~(t) a t  t = O  m u s t  r e m a i n  
c l o s e  t o  ~(t) f o r  a l l  f u t u r e  t i m e s  t .  T h e  s o l u t i o n  ~(t) i s  u n s t a b l e  i f  t h e r e  e x i s t s  a t  l e a s t  o n e  
s o l u t i o n  \ j l ( t )  o f y '  =  f ( y )  w h i c h  s t a r t s  n e a r  ~(t) a t  t = O  b u t  w h i c h  d o e s  n o t  r e m a i n  c l o s e  t o  
~(t) f o r  a l l  f u t u r e  t i m e .  I n  h i s  b o o k ,  B r a u n  s a i d  t h a t  i f  A  i s  a  m a t r i x  o f  O D E s  y  '  =  A y  t h e n  
1 .  E v e r y  s o l u t i o n  y  =  ~(t) o f  y  '  =  A y  i s  s t a b l e  i f  a l l  t h e  e i g e n v a l u e s  o f  A  h a v e  
n e g a t i v e  r e a l  p a r t .  
2 .  E v e r y  s o l u t i o n  y  =  ~(t) o f  y  '  =  A y  i s  u n s t a b l e  i f  a t  l e a s t  o n e  e i g e n v a l u e  o f  A  
h a s  p o s i t i v e  r e a l  p a r t ,  a n d  
3 .  S u p p o s e  t h a t  a l l  t h e  e i g e n v a l u e s  o f  A  h a v e  r e a l  p a r t  ~ 0  a n d  A -
1  
=  i c r  
1
,  .  •  . ,  
A m =  i c r m  h a v e  z e r o  r e a l  p a r t .  L e t  A . j  =  i c r j  h a v e  m u l t i p l i c i t y  k j .  T h i s  m e a n s  t h a t  
t h e  c h a r a c t e r i s t i c  p o l y n o m i a l  o f  A  c a n  b e  f a c t o r e d  i n t o  t h e  f o r m  
p ( A . )  =  ( A . - i c r
1
) k
1  
• • •  ( A . - i c r m ) k m q ( A . )  w h e r e  a l l  t h e  r o o t s  o f  q ( A . )  h a v e  
n e g a t i v e  r e a l  p a r t s .  T h e n ,  e v e r y  s o l u t i o n  y  =  ~(t) o f  y  '  =  A y  i s  s t a b l e  i f  A  h a s  
k j  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  e i g e n v e c t o r s  f o r  e a c h  e i g e n v a l u e  A . j  =  i c r j .  O t h e r w i s e ,  
e v e r y  s o l u t i o n  ~(t) i s  u n s t a b l e .  
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1 . 5  C o n v e r g e n c e  o f  E u l e r  M e t h o d  
E u l e r  m e t h o d  i s  t h e  s i m p l e s t  a p p r o x i m a t i o n  m e t h o d  f o r  t h e  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m  
y '  =  f ( t , y )  w i t h  y ( t
0
)  =  y
0
.  T h i s  m e t h o d  i s  c a l l e d  t h e  s i m p l e s t  m e t h o d  b e c a u s e  i t  i s  e a s y  t o  
d e r i v e  d i r e c t l y  f r o m  T a y l o r ' s  s e r i e s  o r  d i r e c t l y  f r o m  i n t e g r a t i o n  o f  t h e  f u n c t i o n  b y  
a s s u m i n g  t h e  t a n g e n t  f ( t , y )  i s  c o n s t a n t  a t  e a c h  i n t e r v a l .  I n  p r a c t i c e ,  t h i s  m e t h o d  i s  n o t  
r e c o m m e n d e d .  O n e  r e a s o n  f o r  n o t  r e c o m m e n d i n g  t h i s  m e t h o d  i s  b e c a u s e  t h i s  m e t h o d  h a s  
a  l a c k  o f  a c c u r a c y  c o m p a r e d  t o  o t h e r  m e t h o d s  a t  t h e  e q u i v a l e n t  s t e p s i z e .  I f  f ( t , y )  i s  
a s s u m e d  c o n s t a n t  o v e r  a  s m a l l  i n t e r v a l  ( t i > t i + I )  ,  a  s i m p l e  n u m e r i c a l  p r o c e d u r e  c a n  b e  
d e r i v e d  f o r  c a l c u l a t i n g  n u m e r i c a l  v a l u e s  Y I >  y
2
,  . • • • •  , y n ,  t h a t  a p p r o x i m a t e  t h e  t r u e  s o l u t i o n  
v a l u e s  y ( t
1
) ,  y ( t
2
) ,  • . •  ,  y ( t n ) ,  o f y '  =  f ( t , y )  r e s p e c t i v e l y .  B y  i n t e g r a t i n g  t h e  c o n s t a n t  v a l u e  
t i + l  
f ( t i , y i )  o v e r  t h e  i n t e r v a l  ( t i > t i +
1
) ,  w e  h a v e  y ( t i +
1
)  =  y ( t ) +  J f ( t i , y ( t ) ) d t .  T h e  r e s u l t  o f  t h i s  
I ;  
i n t e g r a t i o n  g i v e s  t h e  r e l a t i o n  Y i + I  =  Y i  +  f ( t i , y i ) ( t i + I - t i )  w h e r e  Y o =  y ( t
0
) ,  w h i c h  i s  E u l e r  
m e t h o d .  I f  w e  e x a m i n e  t h i s  r e l a t i o n ,  i t  i s  n o n e  o t h e r  t h a n  t h e  f i r s t  t w o  t e r m s  o f  a  T a y l o r ' s  
s e r i e s  o f  y ( t ) .  A  g r a p h i c a l  i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h i s  m e t h o d  i s  s h o w n  i n  F i g u r e  1 . 2 ,  w h e r e  
y  '  = f ( t , y )  i s  i n t e r p r e t e d  a s  t h e  s l o p e  o f  t h e  i n t e g r a l  c u r v e  a t  a n y  p o i n t  ( t , y )  o n  t h e  c u r v e .  
H e r e ,  t h e  s o l u t i o n  c u r v e  o n  t h e  r a n g e  o f  ( t i , t i + I )  i s  a p p r o x i m a t e d  a s  a  s t r a i g h t - l i n e  w h i c h  
p a s s e s  t h r o u g h  ( t i , y i )  w i t h  t h e  s l o p e  f ( t i , y J  T h i s  t y p e  o f  e x p l i c i t  E u l e r  m e t h o d  i s  
s o m e t i m e s  c a l l e d  " t h e  c r u d e  E u l e r  m e t h o d " .  
T h e  c r u d e  E u l e r  m e t h o d  c a n  b e  c o r r e c t e d  b y  c h o o s i n g  t h e  s l o p e  o f  t h e  c u r v e  o n  
t h e  r a n g e  o f  ( t i > t i + I )  a s  t h e  a v e r a g e  o f  t h e  s l o p e s  o f  t h e  c u r v e  y ( t )  a t  t h e  r a n g e  e n d p o i n t s .  
T h e  r e s u l t  o f  i n t e g r a t i o n  o v e r  t h e  r a n g e  o f  ( t i > t i + I )  t h e n  w i l l  g i v e  t h e  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  
1 0  
o f  y  '  =  f ( t , y )  a s  Y i + I  =  Y i  +  h / 2 [ f ( t i , y i )  +  f ( t i + I , y i + I ) ] .  S i n c e  Y i + I  a p p e a r s  i m p l i c i t l y  o n  t h e  
r i g h t - h a n d - s i d e ,  t h i s  r e p r e s e n t a t i o n  i s  c a l l e d  a n  i m p l i c i t  r e p r e s e n t a t i o n .  T h i s  c o r r e c t e d  
E u l e r  m e t h o d  i t s e l f  i s  s o m e t i m e s  c a l l e d  t h e  T r a p e z o i d a l  m e t h o d .  T h e  v a l u e  o f  Y i + I  
a p p e a r e d  i n  f ( t i + I , y i + I )  i s  c a l c u l a t e d  u s i n g  t h e  c r u d e  E u l e r  m e t h o d .  T h e  p r o c e d u r e  o f  
f i n d i n g  t h e  v a l u e  o f y i + I  a t  t i + I  b y  t h e  T r a p e z o i d a l  ( c o r r e c t e d  E u l e r )  m e t h o d  i s  g i v e n  a s :  
P r e d i c t  Y i + I  u s i n g  t h e  c r u d e  E u l e r  m e t h o d ,  y~!~ =  Y i  +  h f ( t i  , y J .  
h  
C o r r e c t  Y i + I  u s i n g  t h e  T r a p e z o i d a l  m e t h o d ,  y~=~ =  y i  +  2 [ f ( t p y )  +  f(ti+I,y~:~)]. 
y ( t i )  • · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·  
Y i + I  
Y i  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·  
s l o p e = f ( t i , y i )  
t i  
t i + l  t  
F i g u r e  1 . 2  C r u d e  E u l e r  M e t h o d  
T h e  f o r m u l a  f o r  p r e d i c t i n g  Y i + I  i s  u s u a l l y  c a l l e d  a  p r e d i c t o r ,  w h i l e  t h e  i m p l i c i t  
. L . . . . . .  • .  _  
1 1  
f o r m u l a  f o r  c o r r e c t i n g  Y i + I  i s  c a l l e d  a  c o r r e c t o r .  T h e  p r o c e d u r e  o f  p r e d i c t i n g  a  r e s u l t  b y  
o n e  f o r m u l a  a n d  t h e n  c o r r e c t i n g  b y  a n o t h e r  f o r m u l a  i s  o n e  o f  t h e  m o s t  e f f e c t i v e  m e t h o d s  
f o r  s o l v i n g  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m s  a n d  i s  c a l l e d  a  p r e d i c t o r - c o r r e c t o r  m e t h o d .  T o  g e t  a  
b e t t e r  r e s u l t ,  t h e  l a t t e r  p r o c e d u r e  c a n  b e  u s e d  r e p e a t e d l y  u n t i l  \Y~:~ - y~!~ \  < E .  L e t  u s  
t a k e  y  '  =  4 . e
0
·
8 1
- 0 . 5 y  w i t h  y ( O )  =  2  a s  a n  e x a m p l e  p r o b l e m  s o l v e d  b o t h  b y  t h e  c r u d e  E u l e r  
a n d  t h e  T r a p e z o i d a l  m e t h o d s .  T h e  e x a c t  s o l u t i o n  f o r  t h i s  p r o b l e m  i s  
y ( t )  =  ( 4 e o . s t - 1 . 4 e - o . s t ) / 1 . 3 .  
W i t h o u t  n e e d  t o  i t e r a t e  t h e  T r a p e z o i d a l  m e t h o d ,  i t s  r e s u l t  i s  s t i l l  b e t t e r  t h a n  t h a t  o f  t h e  
c r u d e  E u l e r  m e t h o d .  F i g u r e  1 . 3  i s  a  g r a p h i c a l  r e s u l t s  o f  c o m p u t a t i o n s  f o r  s t e p s i z e  
h  =  0 . 5 .  I t  c a n  b e  s e e n  t h a t  t h e  T r a p e z o i d a l  m e t h o d  i s  b e t t e r  t h a n  t h e  c r u d e  E u l e r  m e t h o d .  
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F i g u r e  1 . 3  N u m e r i c a l  R e s u l t s  U s i n g  
E x a c t ,  E u l e r ,  a n d  T r a p e z o i d a l  M e t h o d s  
1 2  
I n  o r d e r  t o  h a v e  a n  a c c e p t a b l e  c o m p u t a t i o n ,  t h e  a n a l y s i s  o f  e r r o r s  c a u s e d  b y  t h e  
n u m e r i c a l  s o l u t i o n  o f  O D E s  b e c o m e s  i m p o r t a n t  [ 6 6 ,  7 8 ,  8 0 ] .  U s u a l l y  t h e  e r r o r s  a r e  
c l a s s i f i e d  i n t o  t w o  t y p e s  o f  e r r o r s :  r o u n d - o f f  e r r o r s  a n d  t r u n c a t i o n  o r  d i s c r e t i z a t i o n  e r r o r s .  
R o u n d - o f f  e r r o r s  a r e  e r r o r s  t h a t  o c c u r r e d  b e c a u s e  o f  t h e  l i m i t e d  n u m b e r s  o f  s i g n i f i c a n t  
d i g i t s  t h a t  c a n  b e  r e t a i n e d  b y  a  c o m p u t e r .  T r u n c a t i o n  e r r o r s  c o n s i s t  o f  a  l o c a l  t r u n c a t i o n  
e r r o r  t h a t  r e s u l t s  f r o m  c o m p u t a t i o n s  o v e r  a  s i n g l e  s t e p ,  a n d  a  p r o p a g a t e d  t r u n c a t i o n  e r r o r  
t h a t  r e s u l t s  f r o m  t h e  p r e v i o u s  s t e p s .  T h e  s u m  o f  t h e  l o c a l  t r u n c a t i o n  e r r o r  a n d  t h e  
p r o p a g a t e d  t r u n c a t i o n  e r r o r  i s  c a l l e d  a  t o t a l  o r  g l o b a l  t r u n c a t i o n  e r r o r  [ 1 5 ,  4 4 ,  5 7 ,  6 6 ,  8 0 ] .  
G o l u b  a n d  O r t e g a  [ 4 9 ]  h a v e  s h o w n  t h a t  i f  t h e  f u n c t i o n  f h a s  a  b o u n d e d  p a r t i a l  d e r i v a t i v e  
w i t h  r e s p e c t  t o  i t s  s e c o n d  v a r i a b l e ,  a n d  i f  a  s o l u t i o n  y  
1  
=  f ( t , y )  w i t h  y ( t
0
)  =  Y o  h a s  a  
b o u n d e d  s e c o n d  d e r i v a t i v e ,  t h e n  t h e  E u l e r  a p p r o x i m a t i o n  c o n v e r g e s  t o  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  
a s  h  ~ 0 ,  a n d  t h e  g l o b a l  d i s c r e t i z a t i o n  e r r o r  o f  E u l e r  m e t h o d  s a t i s f i e s  E ( h )  =  O ( h ) .  
1 . 6  T h e  M u l t i s t e p  C o n c e p t  
T h e  n u m e r i c a l  m e t h o d s  o f  s o l v i n g  a n  O D E  y  
1  
=  f ( t , y )  w i t h  i n i t i a l  v a l u e  y ( t
0
) = y
0  
a r e  c l a s s i f i e d  i n t o  t w o  c a t e g o r i e s :  s i n g l e  s t e p  m e t h o d s  a n d  m u l t i s t e p  m e t h o d s .  I n  s i n g l e  
s t e p  m e t h o d s ,  t h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e  o f y ( t )  a t  t i + l  i s  c a l c u l a t e d  m e r e l y  u s i n g  t h e  v a l u e s  Y i ,  
y /  a n d  h .  I n  m u l t i s t e p  m e t h o d s ,  t h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e  o f  y ( t )  a t  t i + l  i s  c a l c u l a t e d  u s i n g  
t h e  r e c u r r e n c e  r e l a t i o n  i n  t e r m s  o f  t h e  f u n c t i o n  v a l u e s  y ( t )  a n d  d e r i v a t i v e s  Y
1
( t )  a t  t i + l  a n d  
a t  p r e v i o u s  n o d a l  p o i n t s .  A m o n g  e x a m p l e s  o f  s i n g l e  s t e p  m e t h o d s  [ 6 6 ,  7 7 ,  8 0 ]  a r e :  
1 .  Y i + l  =  Y i  +  f ( t i , Y i )  
( E u l e r  m e t h o d )  
1 3  
y :  Y ( n )  
2 .  Y ·  I =  Y ·  + -
1  
h +  +  _ I _ h n  
I +  I  1  I  . . .  
.  n !  
( T a y l o r ' s  s e r i e s  m e t h o d )  
3 .  Y i + t  =  Y i  +  h f ( t i + h / 2 , y i + ( h / 2 ) f ( t b Y i ) )  
( M i d p o i n t  r u l e )  
A m o n g  e x a m p l e s  o f  m u l t i s t e p  m e t h o d s  a r e :  
h  
1 .  Y i + l  = y i  + 2 [ 3 f ( t i , y J - f ( t i - P Y i - 1 ) ]  
( A d a m s - B a s h f o r t h )  
h  
2 .  Y i + l  = y i  + 2 [ f ( t i , y J + f ( t i + P Y i + l ) ]  
( A d a m s - M o u l t o n )  
T h e  i d e a  o f  m u l t i s t e p  m e t h o d s  a p p e a r s  w h e n  s o m e  i n f o r m a t i o n  f r o m  p r e v i o u s  
p o i n t s  h a s  b e e n  g a i n e d  u s i n g  s i n g l e  s t e p  m e t h o d s .  A f t e r  g a i n i n g  t h e  i n f o r m a t i o n ,  t h e  
v a l u e  o f  f ( t , y )  a t  t h e  n e x t  s t e p  i s  b a s e d  o n  i n t e r p o l a t i o n  o v e r  t h a t  i n f o r m a t i o n .  
C o m p u t a t i o n  u s i n g  t h e s e  m u l t i s t e p  m e t h o d s  i s  i n  g e n e r a l  m o r e  a c c u r a t e  t h a n  t h o s e  i n  
s i n g l e  s t e p  m e t h o d s .  S u p p o s e  w e  a l r e a d y  h a v e  i n f o r m a t i o n  o f  y
1
,  y
2
,  . . .  ,  Y n  u s i n g  s i n g l e  
s t e p  m e t h o d s .  B y  t h a t  i n f o r m a t i o n ,  w e  c a n  c a l c u l a t e  f
0
,  f~> . . . .  ,  f " "  A  m u l t i s t e p  m e t h o d  
t n + l  
o f  s o l v i n g  y '  =  f ( t , y )  c a n  b e  b a s e d  o n  t h e  r e l a t i o n  y ( t n + l )  =  y ( t n _ M )  +  J f ( t , y ) d t ,  w h e r e  M  
t n - M  
i s  s o m e  n o n - n e g a t i v e  i n t e g e r .  I n  t h i s  c a s e  w e  w i l l  a p p r o x i m a t e  t h e  f u n c t i o n  f ( t , y )  b y  a  
p o l y n o m i a l  P ( t )  g e n e r a t e d  u s i n g  i n f o r m a t i o n  f " '  fn-~> . . .  ,  f n - M ·  L a t e r  o n  w e  w i l l  d i s c u s s  
a n o t h e r  w a y  o f  f i n d i n g  m u l t i s t e p  m e t h o d s .  T h a t  i s ,  i n s t e a d  o f  a p p r o x i m a t i n g  t h e  
i n t e g r a n d  f ( t , y ) ,  t h e  m e t h o d s  w i l l  b e  a c h i e v e d  b y  a p p r o x i m a t i n g  y ( t )  u s i n g  a  p o l y n o m i a l  
a n d  t h e n  b y  d i f f e r e n t i a t i n g  t h e  p o l y n o m i a l .  B y  s u b s t i t u t i n g  t h i s  i n t e r p o l a t i o n  p o l y n o m i a l  
t n + l  
P ( t )  f o r  f ( t , y )  a s  t h e  i n t e g r a n d ,  w e  h a v e  t h e  r e l a t i o n  y ( t n + l )  =  y ( t n _ M )  +  J P ( t ) d t .  I n  o r d e r  
t n - M  
1 4  
t o  i n t e g r a t e  t h i s  f r o m  t n - M  u p  t o  1 n + I  w e  s h o u l d  e x t r a p o l a t e  P ( t )  t h r o u g h  1 n + I ·  T h e  
p r o c e d u r e  o f  s o l v i n g  y '  =  f ( t , y )  i s  t h e n  s i m i l a r  w i t h  t h a t  i n  t h e  T r a p e z o i d a l  m e t h o d :  
t n + l  
1 .  P r e d i c t  Y n + l  u s i n g  y :
1
:
1  
=  Y n - M  +  J P ( t ) d t .  
1
n - M  
2 .  C o m p u t e  f n + l  u s i n g  f n + l  =  f ( t n + P  Y~~~) ·  
3 .  I n t e r p o l a t e  P ( t )  u s i n g  f n + I >  f " '  f n - 1 >  . . . . .  .  
t n + l  
4 .  C o r r e c t  Y n + l  u s i n g  y : : :  =  y  n - M  +  J P ( t ) d t .  
t n - M  
T h i s  p r o c e d u r e  c a n  b e  e x e c u t e d  r e p e a t e d l y  u n t i l  w e  s a t i s f y  w i t h  t h e  d e s i r e d  a c c u r a c y  o f  
t h e  c o r r e c t e d  r e s u l t .  S u p p o s e  E  >  0  i s  t h e  a c c u r a c y  n e e d e d  f o r  t h e  c o m p u t a t i o n .  T h e n  
s t e p s  1  t h r o u g h  4  w i l l  b e  e x e c u t e d  r e p e a t e d l y  u n t i l  IY~:~ - y~~~ I <  E .  U s u a l l y ,  P ( t )  i s  
a p p r o x i m a t e d  u s i n g  N e w t o n ' s  b a c k w a r d - f o r m  ( N B F ) .  T h e  f o l l o w i n g s  a r e  s o m e  e x a m p l e s  
o f  p r e d i c t o r s  a n d  t h e  r e l a t e d  c o r r e c t o r s  [ 6 6 ,  7 8 ,  8 0 ] :  
M i l n e  m e t h o d :  
P r e d i c t o r  
o l d  4 h  
:  Y  n + l  =  Y  n - 3  +  3  [ 2 f n  - f n - 1  +  2 f n - 2 ]  ·  
C o r r e c t o r  
h  
:  Y~:~ =  Y n - 1  + 3 [ f n + l  + 4 f n  + f n - 1 ] .  
A d a m s - M o u l t o n  m e t h o d s :  
1 .  S e c o n d - o r d e r :  
P r e d i c t o r  
o l d  h  
:  Y n + l  = Y n  + 2 [ 3 f n  - f n - 1 ] .  
C o r r e c t o r  
n e w  h  
:  Y  n + l  =  Y  n  +  2 [ f n + l  +  f n ] .  
1 5  
2 .  T h i r d - o r d e r :  
P r e d i c t o r  
o l d  h  
:  Y n + l  =  Y n  + U [ 2 3 f n  - 1 6 f n - l  + 5 f n _
2
] .  
C o r r e c t o r  
n e w  h  
:  Y n + l  = Y n  + U [ 5 f n + l  + 8 f n  - f n - 1 ] .  
3 .  F o u r t h - o r d e r :  
P r e d i c t o r  
o l d  h  
:  Y  n + l  =  Y  n  +  
2 4  
[ 5 5 f n - 5 9 f n - l  +  3 7 f n _
2
- 9 f n _
3
] .  
C o r r e c t o r  
h  
:  Y : : 7  =  Y  n  +  2 4  [ 9 f n + l  +  1 9 f n  - 5 f n - l  +  f n - 2 ] .  
4 .  F i f t h - o r d e r :  
P r e d i c t o r  
o l d  h  
:  Y n + l  =  Y n  +  
7 2 0
[ 1 9 0 l f n  - 2 9 8 4 f n - l  + 2 6 1 6 f n _
2  
- 1 2 7 4 f n - 3  +  2 5 1 f n - 4  .  
C o r r e c t o r  
n e w  h  
:  Y  n + l  =  Y  n  +  
7 2 0  
[ 2 5 l f n + l  +  6 4 6 f n  - 2 6 4 f n - l  
+  1 0 6 f n - 2  - 1 9 f n - 3 l ·  
5 .  S i x t h - o r d e r :  
P r e d i c t o r  
o l d  h  
:  Y  n + l  =  Y  n  +  
1 4 4 0  
[  4 2 7 7 f n  - 7 9 2 3 f n - l  +  9 9 8 2 f n _
2  
- 7 2 9 8 f n - 3  +  2 8 7 7 f n - 4 - 4 7 5 f n - s l  
C o r r e c t o r  
n e w  h  
:  Y n + l  =  Y n  +  
1 4 4 0
[ 4 7 5 f n + l  +  1 4 2 7 f n  - 7 9 8 f n - l  
+  4 8 2 f n - 2  - 1 7 3 f n - 3  +  2 7 f n - 4 l ·  
_ _ . . _ _ _ _ _  
C H A P T E R  I I  
S T A B I L I T Y  A N A L Y S I S  
I n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r  t h e  i n s t a b i l i t y  c a u s e d  b y  t h e  p r o b l e m s  t h e m s e l v e s  h a s  
b e e n  a d d r e s s e d .  T h e  n e x t  o b s e r v a t i o n s  w i l l  b e  a b o u t  t h e  i n s t a b i l i t y  c a u s e d  b y  t h e  
a p p r o x i m a t i o n  m e t h o d s  u s e d  t o  s o l v e  t h e  p r o b l e m .  T h i s  i n s t a b i l i t y  i s  c a l l e d  i n d u c e d  
i n s t a b i l i t y .  A s  m e n t i o n e d  i n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r ,  b e f o r e  u s i n g  t h e  a p p r o x i m a t i o n  
m e t h o d ,  w e  h a v e  t o  m a k e  s u r e  t h a t  t h e  p r o b l e m  d o e s  n o t  b e l o n g  t o  t h e  c l a s s  o f  i l l -
c o n d i t i o n e d  p r o b l e m s .  D u e  t o  t h e  i n a c c u r a c y  o f  t h e  n u m e r i c a l  m e t h o d s  u s e d  i n  s o l v i n g  
a n  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m  f o r  a n  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n ,  e r r o r s  o c c u r  a t  e a c h  s t e p  o f  
t h e  i n t e g r a t i o n .  T h e  t o t a l  e r r o r  t h e n  b e c o m e s  t h e  s u m m a t i o n  o f  t h e  l o c a l  t r u n c a t i o n  e r r o r s  
a n d  t h e i r  p r o p a g a t i o n .  I f  t h e  m e t h o d  i s  u n s t a b l e ,  t h e  a c c u m u l a t i o n  o f  t h e s e  l o c a l  e r r o r s  
w i l l  m a k e  t h e  t o t a l  e r r o r  b e c o m e s  l a r g e r  t h a n  i t  w o u l d  b e  e x p e c t e d .  T h i s  i s  t h e  r e a s o n  
w h y  b e f o r e  u s i n g  t h e  a p p r o x i m a t i o n  m e t h o d s ,  w e  n e e d  t o  m a k e  s u r e  t h a t  t h e  p r o b l e m  
d o e s  n o t  h a v e  i n h e r e n t  i n s t a b i l i t y .  T h e  p h e n o m e n o n  o f  t h e  g r o w t h  o f  t h i s  e r r o r  i s  c a l l e d  
n u m e r i c a l l y  i n d u c e d  i n s t a b i l i t y .  
T h e  s t a b i l i t y  o f  n u m e r i c a l  m e t h o d s  o f  s o l v i n g  O D E s  c a n  b e  a n a l y z e d  u s i n g  t h e  
s i m p l e  l i n e a r  f i r s t  o r d e r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  p r o p o s e d  b y  D a h l q u i s t  [ 2 7 ,  2 8 ,  2 9 ]  
Y '  =  ' A y ,  y ( t o )  = Y o  
( 2 . 1 )  
1 6  
1 7  
w h e r e  A  i s  a  c o n s t a n t .  T h i s  O D E  i s  a l s o  c a l l e d  a  t e s t  p r o b l e m  w h i c h  w a s  f i r s t  i n t r o d u c e d  
b y  D a h l q u i s t  [ 2 7 ,  2 8 ,  2 9 ]  a n d  i s  s o m e t i m e s  c a l l e d  D a h l q u i s t ' s  t e s t  p r o b l e m .  T h e  s o l u t i o n  
o f  ( 2 . 1 )  i s  y ( t )  =  y  
0
e ) . ( t - t o ) .  I f  t n  i s  w r i t t e n  a s  t n  =  t
0  
+  n h ,  y ( t )  c a n  b e  g i v e n  a s  
y ( t n + I )  =  e " h y ( t n ) .  T h e  v a l u e  o f  e " h  c a n  b e  a p p r o x i m a t e d  u s i n g  T a y l o r ' s  s e r i e s .  I f  t h e  
a p p r o x i m a t e  v a l u e  l h  i s  d e n o t e d  b y  E ( A h ) ,  t h e n  y ( t n + I )  c a n  b e  a p p r o x i m a t e d  b y  
Y n + I  =  E ( A h ) Y n ·  A s s u m e  E ( A h )  i s  t a k e n  a s  a  T a y l o r ' s  s e r i e s  o f  o r d e r  p ,  t h e n  
E ( A h )  =  1  +  A h  +  ( A h )
2  
+  ( A h ) P  
2
'  . . .  +  - - -
.  p !  
( 2 . 2 )  
B a s e d  o n  t h e  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  g i v e n  a b o v e ,  i t  c a n  b e  s a i d  t h a t  a  n u m e r i c a l  
m e t h o d  i s  s t a b l e ,  i f  t h e  e r r o r  Y n - y ( t n )  =  e n  r e m a i n s  b o u n d e d  a s  n~oo. B y  c a l c u l a t i n g  t h e  
e r r o r  r e s u l t e d  f r o m  t h e  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n ,  w e  h a v e  
e n + l  = y n + l  - y ( t n + l )  
=  E ( A h ) [ y ( t " )  + e n ] - e ' . h y ( t " )  
( 2 . 3 )  
=  [ E ( A h ) - e ' · h  ] y ( t n )  +  E ( A h ) e n .  
F r o m  ( 2 . 3 ) ,  i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  t h e  e r r o r  a t  t n + I  c o n s i s t s  o f  t w o  p a r t s .  T h e  f i r s t  p a r t ,  
E ( A h ) - e ' · h ,  i s  t h e  l o c a l  t r u n c a t i o n  e r r o r  t h a t  c a n  b e  c h o s e n  a s  s m a l l  a s  w e  w a n t  b y  
c h o o s i n g  a  s u i t a b l e  a p p r o x i m a t i o n  o f  E ( A h ) .  T h e  s e c o n d  p a r t ,  E ( A h ) e n  i s  t h e  p r o p a g a t i o n  
e r r o r  f r o m  t h e  p r e v i o u s  s t e p  t n  t o  t n + I  t h a t  w i l l  n o t  g r o w  i f  \ E ( A h ) \  ~ 1 .  
D e f i n i t i o n  2 . 1  
F o r  a  g i v e n  h a n d  A  f r o m  D a h l q u i s t ' s  t e s t  p r o b l e m y  '  =  A y ,  a  n u m e r i c a l  m e t h o d  
Y n + I =  E ( A h ) Y n  i s  c a l l e d  a b s o l u t e l y  s t a b l e  i f \ E ( A h ) \  ~ 1 .  
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D e f i n i t i o n  2 . 2  
F o r  a  g i v e n  h a n d  A  f r o m  D a h l q u i s t ' s  t e s t  p r o b l e m y  
1  
=  A y ,  a  n u m e r i c a l  m e t h o d  
y  n +  
1  
=  E ( A h ) y  n  i s  c a l l e d  r e l a t i v e l y  s t a b l e  i f  I E ( A h ) l  ~ e l . h .  
T h e  r e g i o n  o f  s t a b i l i t y  o f  n u m e r i c a l  m e t h o d s  w i l l  b e  b a s e d  o n  t h e  m e t h o d s  u s e d  t o  
a p p r o x i m a t e  t h e  s o l u t i o n s  [ 2 ,  4 ,  6 ,  1 4 ,  2 5 ,  6 6 ,  7 9 ] .  
I n  t h e  c a s e  o f  a n  O D E  i n  t h e  f o r m  o f  y  
1  
=  f ( t , y ) ,  w i t h  i n i t i a l  v a l u e  y ( t
0
)  =  y
0
,  t h e  
p r o b l e m  c a n  b e  t r a n s f o r m e d  u s i n g  t h e  T a y l o r  e x p a n s i o n  a b o u t  ( t n , Y n ) ,  s o  t h a t  t h e  p r o b l e m  
c a n  b e  s o l v e d  a s  a  l i n e a r  p r o b l e m .  I f  t h e  T a y l o r  s e r i e s  i s  t r u n c a t e d  a f t e r  f i r s t  o r d e r  t e r m s ,  
t h e  l i n e a r i z e d  f o r m  o f  t h e  e q u a t i o n  w i l l  b e  g i v e n  a s :  
y  I =  A y  +  B t  +  c  
( 2 . 4 )  
w h e r e  
o r  o r  a f  a f  
A = - ( t  y )  B = - ( t  y )  C = f  - y  - ( t  y  ) - t  - ( t  y )  
8 y  n '  n  '  8 t  n '  n  '  n  n  8 y  n '  n  n O t  n '  n  ·  
T h e  s o l u t i o n  o f  ( 2 . 4 )  c a n  b e  f o u n d  i n  t h e  f o r m  y  =  A e ' · t  +  p ( t ) ,  w h e r e  p ( t )  i s  a  
p o l y n o m i a l  o f  d e g r e e  a t  m o s t  2 .  I t  c a n  b e  s e e n  t h a t  t h e  s o l u t i o n  i s  d o m i n a t e d  b y  t h e  
e x p o n e n t i a l  t e r m .  
2 . 1  S t a b i l i t y  o f  E u l e r  M e t h o d s  
T h e  c r u d e  E u l e r  m e t h o d  i s  Y n + l  =  Y n  +  h f ( t n , Y n ) .  I f  w e  a p p l y  t h e  t e s t  p r o b l e m  
y  
1  
=  A y ,  w e  w i l l  h a v e  Y n + l  =  ( l + A h ) Y n - I n  t h i s  c a s e  E ( A h )  =  1 +  A h .  I t  c a n  b e  s a i d  t h e n  t h a t  
t h e  c r u d e  E u l e r  m e t h o d  i s  a b s o l u t e l y  s t a b l e  i f  1 1  + A h l  ~ 1 .  F o r  A  r e a l ,  t h e  i n t e r v a l  o f  
_ _ _ j , _ _ _ _  -~ 
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a b s o l u t e  s t a b i l i t y  i s  - 2  ~ A h  ~ 0 .  F o r  A  a  c o m p l e x  n u m b e r ,  t h e  r e g i o n  o f  s t a b i l i t y  i s  t h e  
r e g i o n  i n s i d e  a  c i r c l e  w i t h  c e n t e r  (  - 1  , 0 )  a n d  r a d i u s  1  a s  s h o w n  i n  F i g u r e  2 . 1 .  
T h e  i m p l i c i t  E u l e r  m e t h o d  i s  Y n + I  =  Y n  +  h f ( ! n + t > Y n + I ) ·  I f  w e  a p p l y  D a h l q u i s t ' s  t e s t  
p r o b l e m  y  '  =  A y ,  w e  w i l l  h a v e  Y n + l  =  Y n  +  h A Y n + l  o r  Y n + l  =  ( 1 - A h ) "
1
Y n ·  I n  t h i s  c a s e  
E ( A h )  =  ( 1 - A h ) "
1
•  I t  c a n  b e  s a i d  t h e n  t h a t  t h e  i m p l i c i t  E u l e r  m e t h o d  i s  a b s o l u t e l y  s t a b l e  i f  
1 1 - A h l  ~ 1 .  F o r  A  r e a l ,  t h e  i n t e r v a l  o f  a b s o l u t e  s t a b i l i t y  i s  { A h  I  A h  ~ 2  o r  A h  ~ 0 } .  F o r  A  
c o m p l e x ,  t h e  r e g i o n  o f  s t a b i l i t y  i s  t h e  r e g i o n  o u t s i d e  t h e  c i r c l e  w i t h  c e n t e r  ( 1 , 0 )  a n d  
r a d i u s  1  a s  s h o w n  i n  F i g u r e  2 . 2 .  T o  h a v e  a  b e t t e r  u n d e r s t a n d i n g  o f  t h i s  s t a b i l i t y  c o n c e p t ,  
l e t  t a k e s  a n  e x a m p l e  y  '  =  - 5 0 y ,  y ( O )  =  1 .  F o r  t h e  i m p l i c i t  E u l e r  m e t h o d ,  t h e  n u m e r i c a l  
c o m p u t a t i o n  c a n  b e  d o n e  b y  a p p l y i n g  a  p r e d i c t o r  f u n c t i o n  a n d  t h e n  a p p l y i n g  N e w t o n ' s  
i t e r a t i o n .  
I m ( A . h )  
I I + h A . I  ~l 
- 2  
R e ( A . h )  
F i g u r e  2 . 1  S t a b i l i t y  R e g i o n  o f  t h e  
E x p l i c i t  E u l e r  M e t h o d  
I m ( A . h )  
l l - A . h  I~ 1  
2  R e ( A . h )  
F i g u r e  2 . 2  S t a b i l i t y  R e g i o n  o f  t h e  
I m p l i c i t  E u l e r  M e t h o d  
2 0  
T h e  a l g o r i t h m  o f  t h e  i m p l i c i t  E u l e r  m e t h o d  u s i n g  a  p r e d i c t o r - c o r r e c t o r  s c h e m e  i s  a s  
f o l l o w s  [ 4 6 ,  7 2 ,  9 4 ] :  
1 .  P r e d i c t  Y n + I  u s i n g  t h e  c r u d e  E u l e r  m e t h o d ,  y~~
1 
=  y "  +  h f ( t " ,  y " ) .  
2  
C  
.  h  .  1 "  .  h  d  n e w  h f i 1  o l d  )  
.  o r r e c t y n + I  u s m g t  e 1 m p 1 C 1 t m e t  o ,  Y n + l  = y n  +  ~_tn+l'Yn+l ·  
T h e  a l g o r i t h m  o f t h e  i m p l i c i t  E u l e r  m e t h o d  a p p l y i n g  N e w t o n ' s  i t e r a t i o n  i s  a s  f o l l o w s  [ 5 1 ,  
7 0 ,  7 2 ] :  
1 .  G i v e  t h e  i n i t i a l  v a l u e  f o r  y  n +  b  s a y s  y  g u e s ,  s o  t h a t  Y~
1
~
1 
=  Y  g u e s  ·  
o l d  o l d  o l d  
2 .  C o m p u t e  F ( Y n + J ) ,  F ( y  n + l )  =  Y  n + l  - Y  n - h f ( t n + l  ' Y  n + l  ) .  
3 .  C o m p u t e F ' ( Y n + I ) ,  F'(y~
1
~
1
)=1-hf, (tn+l'y~
1
~
1
) •  
. ,  n + l  
4  C  
·  N  ,  ·  ·  n e w  o l d  F(y~~l) 
.  o m p u t e  Y n + l  u s m g  e w t o n  s  I t e r a t i O n ,  y  m + l  =  y  n + l  - T " ' l '  o l d  
Y  n + l  
5 .  I t e r a t e  a g a i n  f r o m  s t e p  2  untiljy~:'; - y~~
1
j <  E P S ,  w h e r e  E P S  i s  a n  a c c u r a c y  
r e q u e s t e d  t o  a  n u m e r i c a l  s o l u t i o n .  
T h e  e x a c t  s o l u t i o n  o f  t h i s  p r o b l e m  i s  y  =  e - s o t .  A  g r a p h i c a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  e x p l i c i t  
E u l e r  m e t h o d  f o r  h  =  0 . 0 1 ,  0 . 0 3 ,  0 . 0 4 ,  a n d  0 . 0 5  i s  g i v e n  i n  F i g u r e  2 . 3 .  T h e  c o m p u t a t i o n  
o f  y  '  =  - S O y ,  u s i n g  t h e  E u l e r  m e t h o d  g i v e s  r e s u l t s  a s  f o l l o w s  :  
- T h e  s o l u t i o n  c o n v e r g e s  t o  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  f o r  e v e r y  s t e p s i z e  w h i c h  i s  l e s s  
t h a n  0 . 0 4 .  I f  t h e  s t e p s i z e  i s  c l o s e  t o  0 . 0 4 ,  t h e  s o l u t i o n  w i l l  o s c i l l a t e  b u t  i t  w i l l  
c o n v e r g e  t o  t h e  e x a c t  s o l u t i o n .  
- F o r  s t e p s i z e  h = 0 . 0 4 ,  t h e  s o l u t i o n  w i l l  n e v e r  c o n v e r g e  t o  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  
e v e n  t h o u g h  t h e  c o m p u t a t i o n  i s  s t a b l e .  T h e  s o l u t i o n  j u s t  o s c i l l a t e s  b e t w e e n  
2 1  
m i n u s  a n d  p l u s  t h e  i n i t i a l  v a l u e  b y  t u r n s .  
F o r  e v e r y  s t e p s i z e  l a r g e r  t h a n  0 . 0 4 ,  t h e  c o m p u t a t i o n  w i l l  n e v e r  c o n v e r g e  a n d  
i t  w i l l  o s c i l l a t e  a n d  t h e n  g o  t o  m i n u s  o r  p l u s  i n f i n i t y  b y  t u r n s .  
8 '  
6  
4  r  0  E x a c t  
v  h = O . O l  
c : :  h = 0 . 0 3  
~ h = 0 . 0 4  
&  h = O . O S  
2  
y ' = - 5 0 y ,  y ( O ) = l  
( / ) .  ~ 
· x o l  ~ 
~ . b o . - - Q ,  ~ ~~ o  ~~ o  o  o  ¥ o  l)-v~ 
!  
- 2 '  
I  
i  
I  
-4~ 
- 6  
i  
- 8  L  
F i g u r e  2 . 3  E u l e r  M e t h o d  w i t h  S t e p s i z e  
h = O . O l ,  0 . 0 3 ,  0 . 0 4 ,  a n d  0 . 0 5  
2 2  
T h e  c o m p a r i s o n  o f  c o m p u t a t i o n s  a m o n g  c r u d e  E u l e r ,  i m p l i c i t  E u l e r  u s m g  
p r e d i c t o r - c o r r e c t o r ,  a n d  i m p l i c i t  E u l e r  u s i n g  N e w t o n ' s  i t e r a t i o n  h a s  b e e n  m a d e  f o r  t h e  
c a s e  o f  p r o b l e m  y  
1  
=  - S O y ,  y ( O )  =  1 .  T h e  c o n c l u s i o n s  t a k e n  f r o m  t h e  c o m p u t a t i o n a l  
e x p e r i m e n t s  f o r  t h e  c a s e  y  
1  
=  - S O y  a r e :  
1 .  T h e  i m p l i c i t  E u l e r  m e t h o d  u s i n g  N e w t o n ' s  i t e r a t i o n  a l w a y s  c o n v e r g e s  t o  t h e  
e x a c t  s o l u t i o n .  
2 .  A s  m e n t i o n e d  i n  t h e  p r e v i o u s  e x p e r i m e n t s ,  t h e  c r u d e  E u l e r  m e t h o d  a l w a y s  
c o n v e r g e s  t o  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  f o r  a  t i m e s t e p  l e s s  t h a n  2 / S O  =  0 . 0 4 .  F o r  t h e  
t i m e s t e p  h = 0 . 0 4 ,  t h e  m e t h o d  i s  s t i l l  s t a b l e ,  b u t  d o e s  n o t  c o n v e r g e  t o  t h e  r i g h t  
s o l u t i o n .  
3 .  T h e  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  i m p l i c i t  E u l e r  m e t h o d  a s  a  c o r r e c t o r  a n d  c r u d e  E u l e r  
a s  p r e d i c t o r  i s  c o n v e r g e n c e  t o  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  f o r  a  t i m e s t e p  l e s s  t h a n  
1 / S O  =  0 . 0 2  ( s e e  A p p e n d i x  E ) .  F o r  t h e  t i m e s t e p  h  =  0 . 0 2 ,  t h e  c o m p u t a t i o n  i s  
s t i l l  s t a b l e ,  b u t  t h e  r e s u l t  i s  n o t  c o n v e r g e n c e  t o  t h e  r i g h t  s o l u t i o n .  I n  t h e  c r u d e  
E u l e r  m e t h o d  t h e  c o m p u t a t i o n  s t i l l  c o n v e r g e s  t o  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  f o r  
t i m e s t e p  h  =  0 . 0 3  ( e v e n  t h o u g h  o s c i l l a t i n g ) ,  b u t  t h e  c o m p u t a t i o n  u s i n g  t h i s  
k i n d  o f  p r e d i c t o r - c o r r e c t o r  d o e s  n o t  c o n v e r g e  f o r  t i m e s t e p  h  ~ 0 . 0 3 .  I t  j u s t  
g o e s  t o  i n f i n i t y .  
I f  t h e  c o m p u t a t i o n  u s i n g  t h e  i m p l i c i t  E u l e r  m e t h o d  a s  c o r r e c t o r  a n d  t h e  c r u d e  E u l e r  a s  
p r e d i c t o r  i s  s t a b l e ,  t h e n  t h e  r e s u l t  c o n v e r g e s  t o  t h e  r e s u l t  g i v e n  f r o m  t h e  i m p l i c i t  E u l e r  
u s i n g  N e w t o n ' s  i t e r a t i o n .  T h i s  P C  m e t h o d  m a y  n o t  c o n v e r g e  y e t  f o r  o n e  i t e r a t i o n ,  b u t  i f  
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w e  r e p e a t e d l y  c o r r e c t  t h e  c o m p u t a t i o n ,  t h e  r e s u l t  w i l l  b e  t h e  s a m e  w i t h  t h e  r e s u l t  f r o m  
t h e  i m p l i c i t  E u l e r  u s i n g  N e w t o n ' s  i t e r a t i o n .  
G r a p h i c a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  c o m p a r i s o n  a m o n g  t h e  t h r e e  m e t h o d s  a f o r e m e n t i o n e d  f o r  
s t e p s i z e s  h  =  0 . 0 1 ,  0 . 0 3 ,  0 . 0 4 ,  0 . 0 5  a r e  g i v e n  i n  F i g u r e  2 . 4 .  
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F i g u r e  2 . 4  C r u d e  E u l e r ,  I m p l i c i t  E u l e r  U s i n g  P C ,  
a n d  I m p l i c i t  E u l e r  U s i n g  N e w t o n ' s  
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G r a p h i c a l  c o m p u t a t i o n s  o f y ' = - 5 0 y ,  y ( O ) = l  u s i n g  i m p l i c i t  E u l e r  w i t h  N e w t o n ' s  i t e r a t i o n  
f o r  h  = 0 . 0 1 ,  0 . 0 4 ,  a n d  0 . 0 7  a r e  g i v e n  i n  F i g u r e  2 . 5 ,  w h e r e  t h e  g r a d i e n t  i s  a l s o  s h o w n .  
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F i g u r e  2 . 5  I m p l i c i t  E u l e r  b y  S h o w i n g  t h e  V e c t o r  G r a d i e n t  
2 . 2  S t a b i l i t y  o f  E x p l i c i t  R u n g e - K u t t a  M e t h o d s  
t - a x i s  
W h e n  C a r l  R u n g e  a n d  W i l h e l m  K u t t a  i n t r o d u c e d  R u n g e - K u t t a  m e t h o d s ,  t h e y  
w e r e  m o t i v a t e d  b y  E u l e r  m e t h o d  a n d  T a y l o r ' s  s e r i e s .  T h e r e  a r e  t h r e e  m a j o r  
c h a r a c t e r i s t i c s  o f  R u n g e - K u t t a  m e t h o d s :  
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- S i n g l e - s t e p  m e t h o d s ,  
- D e r i v e d  f r o m  T a y l o r ' s  s e r i e s  w i t h  t h e  s a m e  o r d e r ,  a n d  
- A  v o i d i n g  t h e  e v a l u a t i o n  o f  d e r i v a t i v e s  o f  f .  
W h i l e  t h e  E u l e r  m e t h o d  o n l y  e v a l u a t e s  t h e  f u n c t i o n  f ( t , y )  o f  y  '  =  f ( t , y )  a t  t h e  s o l u t i o n  
p o i n t s  t h e m s e l v e s ,  t h e  R u n g e - K u t t a  m e t h o d  i s  d o n e  b y  e v a l u a t i n g  t h e  f u n c t i o n  f ( t , y )  a t  
s e v e r a l  p o i n t s  w i t h i n  t h e  i n t e g r a t i o n  i n t e r v a l .  L e t  u s  c o n s i d e r  t h e  s e c o n d - o r d e r  R u n g e -
K u t t a  m e t h o d  t h a t  i s  g i v e n  a s  Y n + I  =  Y n  +  a k
1  
+  b k
2
,  w h e r e  k
1  
=  h f ( t n , Y n ) ,  
k
2  
=  h f ( t n  + A h , y n  + P k
1
) .  T h e  c o n s t a n t s  a ,  b ,  A ,  a n d  P  a r e  d e t e r m i n e d  s o  t h a t  t h e  e q u a t i o n  
w i l l  a g r e e  w i t h  t h e  T a y l o r  e x p a n s i o n .  T h e  T a y l o r  e x p a n s i o n  o f y ( t )  a t  1 n + I  t h r o u g h  t e r m s  
o f  o r d e r  h
3  
i s  
f i  
2  3  
Y ( 1 n + I )  =  Y ( 1 n )  +  h  ( 1 n , Y n )  +  h  / 2 [ f t ( 1 n ,  Y n )  +  f ( 1 n , Y n ) f y ( 1 n , Y n ) ]  +  O ( h  ) .  
B y  d o i n g  t h e  s a m e  t h i n g  t o  f ( t , y )  w e  g e t  
f ( t n  + A h , Y n  + P k 1 )  =  f ( 1 n , Y n )  +  Ah~ ( 1 n , Y n )  +  P k l f y  ( 1 n , Y n )  +  ( A
2
h
2
/ 2 ) f u  ( 1 n , Y n )  +  
2  2  3  
A P h k i f t y ( 1 n , Y n )  +  ( p  k 1  / 2 ) f y y  ( 1 n , Y n )  +  O ( h  ) .  
B y  s u b s t i t u t i n g  t h e  l a t t e r  e x p a n s i o n  i n t o  Y n +
1
= y n +  a k
1  
+  b k
2
,  w e  h a v e  
2  3  
Y n + l  =  Y n  +  ( a + b ) h f ( 1 n , Y n )  +  h  [ b A f t C 1 n , Y n )  +  b p f ( 1 n , Y n ) f y  ( 1 n , Y n ) ]  +  O ( h  ) .  
T h i s  l a t t e r  e q u a t i o n  w i l l  b e  i d e n t i c a l  w i t h  t h e  T a y l o r  e x p a n s i o n  o f  y ( t )  a t  t n + I  t h r o u g h  
t e r m s  i n  h
2  
i f  a + b  =  1 ,  b A  =  1 / 2 ,  a n d  b p  =  1 1 2 .  I f  a  = 1 1 2  t h e n  b  =  1 / 2 ,  A =  1 ,  p  =  1 ,  a n d  
Y  n +  1  i s  w r i t t e n  a s  
Y n + l  =  Y n  +  1 1 2 [ k l  +  k 2 ]  
( 2 . 5 )  
w h e r e  k
1  
=  h f ( t n , y n )  a n d  k
2  
=  h f ( t n  + h , y n  + k
1
) .  E q u a t i o n  ( 2 . 5 )  i s  c a l l e d  a  s e c o n d - o r d e r  
R u n g e - K u t t a  m e t h o d .  I t s  g r a p h i c a l  i n t e r p r e t a t i o n  i s  s h o w n  i n  F i g u r e  2 . 6 .  T h e  s t a b i l i t y  o f  
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s e c o n d - o r d e r  R u n g e - K u t t a  m e t h o d  c a n  b e  e x a m i n e d  u s i n g  D a h l q u i s t ' s  t e s t  p r o b l e m  
y '  =  ' A y .  B y  s u b s t i t u t i n g  t h e  t e s t  f u n c t i o n  i n t o  ( 2 . 5 ) ,  w e  h a v e  
2  
Y n + l  =  Y n  +  l / 2 [ h ' A y n  +  h ' A ( Y n  +  h ' A y n ) ]  =  [ 1  +  ' A h  +  ( ' A h )  / 2 ] Y n  ·  
B a s e d  o n  D e f i n i t i o n  2 . 1 ,  i t  c a n  b e  s a i d  t h a t  t h e  s e c o n d - o r d e r  R u n g e - K u t t a  m e t h o d  w i l l  b e  
s t a b l e  i f  J l  +  ' A h  +  ( ' A h )
2
1 2 J  : : ;  1 .  A  g r a p h i c a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  r e g i o n  o f  s t a b i l i t y  w h e n  
h ' A  i s  c o m p l e x  i s  g i v e n  i n  F i g u r e  2 . 7 .  F o r  h ' A  a  r e a l  n u m b e r ,  t h e  i n t e r v a l  o f  s t a b i l i t y  i s  
- 2  : : ;  h ' A  : : ; o .  
k 2  
/  - ?  
Y n + l  . ] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  _ _ ; ; ,  
Y n  
1 1 2 [ k l + k 2 ]  
k l  
l n  
l n + I  
F i g u r e  2 . 6  A  S e c o n d  O r d e r  o f R u n g e - K u t t a  
I f  a  i s  c h o s e n  1 / 4 ,  t h e  m e t h o d  i s  c a l l e d  t h e  H e u n  m e t h o d  a n d  i s  w r i t t e n  a s  
Y n + l  =  Y n  +  k l / 4  +  3 k 2 / 4  
( 2 . 6 )  
w h e r e  k
1  
=  h f ( t n , Y n ) ,  a n d  k
2  
=  h f ( t n + 2 h / 3 , y n + 2 k
1
/ 3 ) .  
W i t h  t h e  s a m e  a p p r o a c h ,  L a p i d u s  a n d  S e i n f e l d  [ 8 0 ]  h a v e  s h o w r 1  :  
1 .  T h i r d - o r d e r  R u n g e - K u t t a  
Y n + l  =  Y n  +  1 / 6  [ k l  +  4 k 2  +  k 3 ]  
( 2 . 7 )  
. . . . .  
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w h e r e  k
1  
=  h f ( t n , Y
0
) ,  k
2  
=  h f ( t n + h l 2 , y
0
+ k
1
/ 2 ) ,  a n d  k
3  
=  h f ( t n + h , y
0
- k
1
+ 2 k
2
) .  T h e  r e g i o n  o f  
a b s o l u t e  s t a b i l i t y  f o r  A . h  c o m p l e x  i s  
{  A . h  I l l +  A . h  +  ( A . h )
2  
1 2  + ( A . h )
3  
1 6 1  ~ 1 }  
( s e e  F i g u r e  B - 1  o f  A p p e n d i x  B ) .  F o r  A . h  a  r e a l  n u m b e r ,  t h e  i n t e r v a l  o f  a b s o l u t e  s t a b i l i t y  
s a t i s f i e s  - 2 . 5 1 2 7 4 5  ~ A . h  ~ 0 .  
O r d e r - 2  I m ( A . h )  
F i g u r e  2 . 7  S t a b i l i t y  R e g i o n  o f  S e c o n d  O r d e r  
R u n g e - K u t t a  
2 .  F o u r t h - o r d e r  R u n g e - K u t t a  
Y n + l  =  Y n  +  1 / 6  [ k l  +  2 k 2  +  2 k 3  +  k 4 ]  
( 2 . 8 )  
w h e r e  k
1  
=  h f ( t n , Y
0
) ,  k 2  =  h f ( t n + h l 2 , y n + k l / 2 ) ,  k 3  =  h f ( t n + h l 2 , y n + k 2 / 2 ) ,  k 4  =  h f ( t n + h , y n + k 3 ) .  
T h e  r e g i o n  o f  a b s o l u t e  s t a b i l i t y  f o r  A . h  c o m p l e x  i s  
{ A . h  I l l +  A . h  +  ( A . h i l 2  + ( A . h )
3
/ 6  +  ( A . h )
4
1 2 4 1  ~ 1 }  
( s e e  F i g u r e  B - 1  o f  A p p e n d i x  B ) .  F o r  A . h  a  r e a l  n u m b e r ,  t h e  i n t e r v a l  o f  a b s o l u t e  s t a b i l i t y  
s a t i s f i e s  - 2 . 7 8 5 2 9  ~ A . h  ~ 0 .  F o r  A . h  r e a l  n u m b e r s ,  t h e  i n t e r v a l s  o f  a b s o l u t e  s t a b i l i t i e s  o f  
. . . . . .  
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e x p l i c i t  R u n g e - K u t t a  m e t h o d s  f o r  o r d e r s  1  u p  t o  1 0  a r e  s h o w n  i n  T a b l e  2 . 1 .  B u t c h e r  [ 1 5 ]  
p r o p o s e d  a n  a l g o r i t h m  t o  g e n e r a t e  d a t a  f o r  p l o t t i n g  t h e  s t a b i l i t y  r e g i o n  o f  R u n g e - K u t t a  
m e t h o d s .  W e  d e v e l o p e d  F O R T R A N  ( s e e  A p p e n d i x  B )  a n d  M a t h e m a t i c a  ( s e e  A p p e n d i x  
F  u n d e r  t h e  n a m e  o f  " M a t h e m a t i c a  5 " )  c o d e s  w i t h  a  d i f f e r e n t  a p p r o a c h .  T h e  a p p r o a c h  i s  
b a s e d  o n  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  N e w t o n - R a p h s o n  m e t h o d  f o r  f i n d i n g  a  r o o t  o f  a  
p o l y n o m i a l .  H e r e ,  t h e  p o l y n o m i a l  i s  e v a l u a t e d  u s i n g  n e s t e d  m u l t i p l i c a t i o n  w h i c h  i s  
r e c o g n i z e d  a s  H o m e r ' s  r u l e .  
T A B L E 2 . 1  
S t a b i l i t y  R e g i o n  o f R u n g e - K u t t a  
f o r  O r d e r s  1  t o  1 0 .  
O r d e r  
I n t e r v a l  f o r  A . h  r e a l  n u m b e r s  
1  S L  
- 2  ~ A . h  ~ 0  
2 n u  
- 2  ~ A . h  ~ 0  
3 m  
- 2 . 5 1 2 7 4 5 3 2 6 6  ~ A . h  ~ 0  
4 m  
- 2 . 7 8 5 2 9  ~ A . h  ~ 0  
5 m  
- 3 . 2 1 7 0 5  ~ A . h  ~ 0  
6 L n  
- 3 . 5 5 3 4 4  ~ A . h  ~ 0  
t "  
- 3 . 9 5 4 1 3  ~ A . h  ~ 0  
8 m  
.  - 4 . 3 1 3 6 3  ~ A . h  ~ 0  
9 L n  
- 4 . 7 0 0 8 3  ~ A . h  ~ 0  
l O r n  
- 5 . 0 6 9 5 2  ~ A . h  ~ 0  
I  
. . . . . .  
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T h e  g e n e r a l  e x p r e s s i o n  o f  a s - s t a g e  R u n g e - K u t t a  m e t h o d  f o r  s o l v i n g  y '  =  f ( t , y ) ,  
y ( t
0
)  =  t
0  
i s  g i v e n  a s :  
s  
Y n + l  =  Y n  +  L w i k i  
i = l  
i - 1  
w h e r e k
1  
= h f ( t m Y n ) a n d  k i  = h f ( t
0  
+ c i h , y n  +  L a i j k ) ,  i = 2 , 3 ,  . . .  ,  s  
j = l  
( 2 . 9 )  
T o  m a i n t a i n  c o n s i s t e n c y ,  w h i c h  w i l l  b e  d i s c u s s e d  i n  t h e  n e x t  c h a p t e r ,  t h e s e  
f o l l o w i n g  c o n d i t i o n s  s h o u l d  b e  s a t i s f i e d :  
i - 1  s  
c i  =  L a i j  a n d  L w k  =  1  ,  i  =  2 , 3 ,  . . .  , s  
( 2 . 1  0 )  
j = l  k = l  
H e r e ,  t h e  w '  s  r e p r e s e n t  t h e  w e i g h t i n g  c o e f f i c i e n t s  o n  t h e  s l o p e s ,  s  i s  t h e  t o t a l  n u m b e r  o f  
s t a g e s ,  t h e  c '  s  r e p r e s e n t  t h e  s u b i n t e r v a l  l o c a t i o n s  a t  w h i c h  t h e  d e r i v a t i v e s  a r e  b e i n g  
e v a l u a t e d ,  a n d  t h e  a ' s  r e p r e s e n t  t h e  s l o p e  w e i g h t i n g s  f o r  t h e  i n t e r m e d i a t e  s t a g e s .  
B u t c h e r  p r o p o s e d  a  c o n d e n s e d  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  R u n g e - K u t t a  m e t h o d  a s  
s h o w n  i n  T a b l e  2 . 2 .  
T A B L E 2 . 2  
B u t c h e r ' s  A r r a y  o f R u n g e - K u t t a  M e t h o d s  
0  
c i  I  a 2 1  
c 2  
a 3 1  
a 3 2  
C s  
~I 
a s 2  
a s s - !  
W I  
w 2  
W s  
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T h i s  r e p r e s e n t a t i o n  i s  r e c o g n i z e d  a s  B u t c h e r ' s  a r r a y .  T h e  R u n g e - K u t t a  ( 2 . 8 )  m e t h o d  i s  
r e p r e s e n t e d  i n  B u t c h e r ' s  a r r a y  a s  s h o w n  i n  T a b l e  2 . 3 .  
T A B L E 2 . 3  
B u t c h e r ' s  A r r a y  o f  a  F o u r t h - O r d e r  R u n g e - K u t t a  M e t h o d  
0  
1 / 2  I  1 / 2  
1 / 2  
0  
1 / 2  
1  
0  
0  
1  
1 1 6  
1 1 3  
1 1 3  
1 1 6  
2 . 3  S t a b i l i t y  o f  I m p l i c i t  R u n g e - K u t t a  M e t h o d s  
T h e  g e n e r a l  e x p r e s s i o n  o f  a  s - s t a g e  i m p l i c i t  R u n g e - K u t t a  m e t h o d  f o r  s o l v i n g  
y '  =  f ( t , y ) ,  y ( t
0
)  =  t
0  
i s  g i v e n  i n  E q u a t i o n  ( 2 . 1 1 )  a s  f o l l o w s :  
w h e r e  
a n d  
s  
Y n + l  =  Y n  +  L w i k i  
i = l  
s  
k i  =  h f ( t
0  
+  c i h ,  y  n  +  L a i j k  j ) ,  i  =  1 , 2 , 3 ,  . . .  ,  s  
j = l  
s  s  
c i  =  L a i j  a n d  L  w k  =  1  ,  i  =  1 , 2 , 3 ,  . . .  , s .  
j = l  k = l  
( 2 . 1 1 )  
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S o m e  d e r i v a t i o n s  o f  i m p l i c i t  R u n g e - K u t t a  m e t h o d s  h a v e  b e e n  s h o w n  b y  J a i n  [ 6 6 ] .  A  
s e c o n d - o r d e r  i m p l i c i t  R u n g e - K u t t a  m e t h o d  i s  g i v e n  a s  
Y n + l  = y n + k l  ( 2 . 1 2 )  
w h e r e  k
1  
=  h f ( t n + h / 2 , y n + k
1
/ 2 ) .  I f  w e  a p p l y  t h e  t e s t  p r o b l e m  y  '  =  A y ,  w e  h a v e  
k
1  
=  h " J . . . . ( y n + k
1
/ 2 ) .  A f t e r  f i n d i n g  k l >  i t s  v a l u e  i s  s u b s t i t u t e d  i n t o  E q .  ( 2 . 1 2 )  t o  g e t  
l + " J . . . . h / 2  
Y  n +  
1  
=  1  - A h  /  2  Y  n  .  
( 2 . 1 3 )  
F o r  A h  r e a l ,  t h e  i n t e r v a l  o f  a b s o l u t e  s t a b i l i t y  s a t i s f i e s  J . . . . h  : : ;  0 ,  a n d  f o r  A h  c o m p l e x ,  t h e  
r e g i o n  o f  a b s o l u t e  s t a b i l i t y  s a t i s f i e s  I  ( 1  +  J . . . . h / 2 ) / (  1 - J . . . . h / 2 ) 1  : : ;  1 .  U s i n g  a  s i m i l a r  a p p r o a c h ,  
a  t h i r d - o r d e r  i m p l i c i t  R u n g e - K u t t a  m e t h o d  c a n  b e  w r i t t e n  a s  
Y n + l  =  Y n  +  1 / 4  [  3 k l  +  k 2 ]  
( 2 . 1 4 )  
w i t h  k
1  
=  h f ( t n  + h / 3 , y n  + k
1
/ 3 )  a n d  k
2  
=  h f ( t n  + h , y n  + k
1
) .  F o r  A h  r e a l ,  t h e  i n t e r v a l  o f  a b s o l u t e  
s t a b i l i t y  s a t i s f i e s  J . . . . h  : : ;  0 ,  a n d  f o r  J . . . . h  c o m p l e x ,  t h e  r e g i o n  o f  a b s o l u t e  s t a b i l i t y  s a t i s f i e s  
1 [ 1  + 2  J . . . . h / 3 + (  J . . . . h )
2
/ 6 ] / [ 1 - J . . . . h / 3 ] 1 : : ;  1 .  
2 . 4  D i f f e r e n c e  E q u a t i o n s  
I f  y  i s  a  f u n c t i o n  o f t  a n d  t  i s  r e p l a c e d  b y  t k  =  t
0  
+  k h ,  w h e r e  k  i s  a n  e l e m e n t  o f  
{  . .  , - 2 ,  - 1 , 0 , 1 , 2 ,  . . .  } ,  t h e n  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e  y ( t )  c a n  b e  r e p l a c e d  b y  Y k  a s  a n  
a p p r o x i m a t i o n  f o r  y ( t k ) .  T h e  f o r w a r d  d i f f e r e n c e  o f  t h e  Y k  v a l u e  i s  d e n o t e d  b y  L 1 y k  a n d  
d e f i n e d  a s  Y k + I - Y k ·  T h i s  d e f i n i t i o n  i m p l i e s  t h a t  
2  
L 1  Y k  =  L 1 ( L 1 y k )  =  L 1 ( Y k + I - Y k )  =  Y k + 2 - 2 y k + I  +  Y k =  L 1 Y k + I - L 1 Y k ·  
T h e  f i r s t  d e r i v a t i v e s  o f  y  o v e r t  a r e  d e f i n e d  a s  
y ( t  + h ) - y ( t )  
h  
d y  = l i m  
d t  h - - + 0  
y ( t ) - y ( t - h )  
h  
y ( t  + h ) - y ( t - h )  
2 h  
T h e  f i n i t e  d i f f e r e n c e  a p p r o x i m a t i o n  o f  t h e  f i r s t  d e r i v a t i v e  o f  y  i s  d e f i n e d  u s i n g  t h e  f i r s t  
t w o  t e r m s  o f t h e  T a y l o r  s e r i e s  o f y  a s  
d y  ~ 
d t  
Y k + l  - y k  
h  
Y k - Y k - 1  
h  
Y k + l  - y k - 1  
2 h  
f o r w a r d  E u l e r .  
b a c k w a r d  E u l e r  
c e n t r a l  d i f f e r e n c e  s c h e m e _  
T h e  i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e s e  m e t h o d s  i n  s o l v i n g  a  p r o b l e m y ' =  f ( y )  i s  a s  f o l l o w s :  
y  k + l  - y  k  =  f ( y  k )  
h  
Y k - Y k - l  =  f ( y k )  
h  
y  k + l  - y  k - l  =  f ( y  k )  
2 h  
f o r w a r d  E u l e r  
b a c k w a r d  E u l e r  
c e n t r a l  d i f f e r e n c e  s c h e m e  
L e t ' s  t a k e  a n  e x a m p l e  o f  t h e  d e c a y  e q u a t i o n  d y / d t  =  - y ,  y ( O )  =  y
0
.  T h e  c o r r e s p o n d e n c e  
o f  m e t h o d s  i s  
Y k + l - Y k  =  - y k  
h  
f o r w a r d  E u l e r  
Y k  - y k - l  = - y k  
h  
b a c k w a r d  E u l e r  
=  - y k  
c e n t r a l  d i f f e r e n c e  s c h e m e  
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T h e  e x a c t  s o l u t i o n  o f  t h i s  p r o b l e m  i s  y ( t )  =  y
0
e - t .  T h e  a b s o l u t e  v a l u e  o f  t h e  e x a c t  
s o l u t i o n  m o n o t o n i c a l l y  d e c r e a s e s  t o  z e r o  a s  t  ~ o o .  T h e  f o r w a r d  E u l e r  s c h e m e  f o r  t h i s  
p r o b l e m  i s  Y k + l  =  ( 1 - h ) Y k ·  B y  s u b s t i t u t i n g  t h e  v a l u e  o f y
0
,  w e  h a v e  t h e  r e l a t i o n  Y k  =  ( 1 -
h ) k  y
0
.  T h e  b a c k w a r d  s c h e m e  f o r  t h i s  p r o b l e m  i s  Y k  =  Y k - l  - h y k  o r  Y k  =  [ 1 / ( 1  + h ) ]  Y k - 1 ·  
B y  t a k i n g  
k  =  k + 1 ,  w e  c a n  h a v e  Y k + l  =  [ 1 / ( 1 + h ) ] Y k ·  B y  s u b s t i t u t i n g  t h e  v a l u e  o f y
0
,  
w e  h a v e  t h e  r e l a t i o n  Y k  =  [ 1 / ( 1  + h ) t  y
0
.  T h e  r e l a t i o n  f o r  t h e  c e n t r a l  d i f f e r e n c e  s c h e m e  i s  
Y k + l  =  Y k - l - 2 h y k .  T h e  v a l u e  o f y
1  
f o r  t h i s  m e t h o d  i s  c a l c u l a t e d  u s i n g  t h e  E u l e r  m e t h o d .  
A l l  c o m p u t a t i o n s  o f  t h i s  p r o b l e m  w e r e  d o n e  u s i n g  t h e  t h r e e  m e t h o d s ,  e a c h  f o r  
h  =  0 . 0 5 , 1 . , 2 . ,  a n d  3 .  F r o m  t h e  o b s e r v a t i o n s  s h o w n  i n  F i g u r e  2 . 8 ,  t h e  b a c k w a r d  m e t h o d  
i s  a l w a y s  s t a b l e  f o r  e v e r y  0  <  h  <  o o .  T h e  c e n t r a l  m e t h o d  i s  a l w a y s  u n s t a b l e  f o r  e v e r y  
h > O .  F o r  h  =  1  a n d  k > O ,  t h e  v a l u e  Y k  o f  t h e  f o r w a r d  m e t h o d  i s  i d e n t i c a l l y  e q u a l  t o  z e r o .  
I f  1  < h < 2 ,  t h e  v a l u e  Y k  o f  t h e  f o r w a r d  m e t h o d  d e c r e a s e s  t o  z e r o  w i t h  o s c i l l a t i n g  ( c h a n g e  
i n  s i g n )  a m p l i t u d e .  F o r  h  ~ 2 ,  t h e  Y k  o f  t h e  f o r w a r d  m e t h o d  o f t h i s  p r o b l e m  d o e s  n o t  l e a d  
t h e  s o l u t i o n  t o  z e r o  w h e n  t  g o e s  t o  i n f i n i t y .  T h e  f o r w a r d  m e t h o d s  i s  a l w a y s  s t a b l e  f o r  h  
i n  t h e  i n t e r v a l  0  <  h  <  2 .  B y  a p p l y i n g  t h e  f o r w a r d  m e t h o d  t o  t h e  t e s t  p r o b l e m y  '  =  A . y  
w e  h a v e  Y k + l  =  Y k  + h A . y k  =  ( 1  + A . h ) Y k ·  F r o m  t h e  l a t t e r  e q u a t i o n ,  f o r  A . h  r e a l ,  t h e  r e g i o n  o f  
s t a b i l i t y  o f  t h e  f o r w a r d  m e t h o d  i s  a n  i n t e r v a l  { A . h  I l l  + A . h l  s  1 }  =  - 2  s  A . h  s  0  ( s i m i l a r  t o  
t h e  c r u d e  E u l e r  m e t h o d ) .  I n  a  s i m i l a r  w a y ,  t h e  r e g i o n  o f  a b s o l u t e  s t a b i l i t y  o f  t h e  
b a c k w a r d  m e t h o d  f o r  A . h  r e a l  i s  a n  i n t e r v a l  {  A . h  I  A . h  ~ 0  o r  A . h  s  0 }  ( s i m i l a r  t o  t h e  
i m p l i c i t  E u l e r  m e t h o d ) .  F o r  t h e  c e n t r a l  m e t h o d ,  t h e  f o r m u l a  f o r  f i n d i n g  t h e  r e g i o n  o f  
s t a b i l i t y  i s  n o t  s i m p l e .  
1 .  
4  
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F i g u r e  2 . 8  D i f f e r e n c e  E q u a t i o n  M e t h o d s  U s i n g  F o r w a r d ,  
B a c k w a r d  a n d  C e n t r a l  f o r  h = O . O S ,  1 ,  2 ,  a n d  3  
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C H A P T E R  I I I  
S T A B I L I T Y  O F  M U L T I S T E P  M E T H O D S  
W e  h a v e  s e e n  t h a t  s o m e  i d e a s  f o r  s o l v i n g  O r d i n a r y  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s  l e a d  t o  
m u l t i s t e p  m e t h o d s .  U n f o r t u n a t e l y ,  t h e  c o m p u t a t i o n s  o f  m u l t i s t e p  m e t h o d s  a r e  n o t  a s  
e a s y  a s  t h o s e  i n  s i n g l e  s t e p  m e t h o d s ,  b e c a u s e  i n  m u l t i s t e p  m e t h o d s  s o m e  s t a r t i n g  v a l u e s  
a r e  n e e d e d  b u t  t h e y  a r e  n o t  g i v e n  i n  t h e  s t a r t i n g  i n f o r m a t i o n .  T r a d i t i o n a l l y ,  t o  s u p p o r t  
t h i s  l a c k  o f  i n f o r m a t i o n  w e  c a n  u s e  R u n g e - K u t t a  m e t h o d s  w i t h  t h e  s a m e  o r d e r  a c c u r a c y .  
T h e r e  a r e  t w o  p o s s i b i l i t i e s  t h a t  c a n  b e  u s e d  i n  o r d e r  t o  p r o v i d e  s t a r t i n g  v a l u e s .  F i r s t ,  u s e  
a  s i n g l e  s t e p  m e t h o d  t o  c o m p u t e  a l l  s t a r t i n g  v a l u e s  t h a t  a r e  n o t  g i v e n  i n  t h e  i n f o r m a t i o n .  
S e c o n d ,  u s e  a  s i n g l e  s t e p  m e t h o d  t o  s u p p o r t  i n f o r m a t i o n  f o r  a  t w o - s t e p  m e t h o d ,  t h e n  u s e  
t h i s  t w o - s t e p  m e t h o d  t o  s u p p o r t  i n f o r m a t i o n  f o r  a  t h r e e - s t e p  m e t h o d  a n d  s o  o n  u n t i l  a l l  
i n f o r m a t i o n  n e e d e d  t o  s u p p o r t  t h e  c h o s e n  m u l t i s t e p  m e t h o d  i s  f u l f i l l e d .  I n  g e n e r a l ,  t h e  
m u l t i s t e p  m e t h o d s  n o t  o n l y  i n c l u d e  e x p l i c i t  s i n g l e  s t e p  m e t h o d s ,  b u t  a l s o  i m p l i c i t  s i n g l e  
s t e p  m e t h o d s .  A  g e n e r a l  m u l t i s t e p  o r  k - s t e p  m e t h o d  f o r  t h e  s o l u t i o n  y  '  = f ( t , y ) ,  y ( t
0
)  = Y o  
c a n  b e  w r i t t e n  a s  
a o y  n  +  a l y  n + l  +  a 2 y  n + 2  +  
+  a k . 1 Y  n + k · I  +  a k y  n + k  =  
( 3 . 1 )  
h~(tn ' t n + P  . .  ' t n + k · P  t n + k  'Y~ 'Y~+ p  . . .  'Y~+k-P Y~+k; h )  
w h e r e  h i s  t h e  c o n s t a n t  s t e p s i z e  a n d  a o ,  a~> . .  ,  a k  a r e  r e a l  c o n s t a n t s .  If~ i n d e p e n d e n t  o f  
y  n + k '  t h e n  t h e  g e n e r a l  m u l t i s t e p  m e t h o d  i s  c a l l e d  a n  e x p l i c i t ,  o p e n  o r  p r e d i c t o r  m e t h o d ;  
3 5  
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o t h e r w i s e  i t  i s  a n  i m p l i c i t ,  c l o s e d  o r  c o r r e c t o r  m e t h o d .  A  g e n e r a l  l i n e a r  m u l t i s t e p  o r  k -
s t e p  m e t h o d  c a n  b e  w r i t t e n  a s  
a o y  n  +  a l y  n + l  +  a 2 Y  n + 2  +  ·  ·  ·  +  a k - 1 Y  n + k - 1  +  a k y  n + k  =  
h(boY~ +  b~y~+l +  ·  ·  ·  +  bk-IY~+k-1 +  bky~+k) 
( 3 . 2 )  
T h i s  f o r m u l a  c a n  b e  s i m p l i f i e d  t o  
p ( E ) y  n  - h c r ( E ) y  n '  =  0  
( 3 . 3 )  
2  k - 1  k  2  k - 1  k  
w h e r e  p(~) =  a o  +  a
1
~ +  a
2
~ +  . .  ak-I~ +  ak~ ,  cr(~) =  b
0  
+  b
1
~ +  b
2
~ +  . .  bk-I~ +  bk~ ,  
a n d  E  i s  t h e  s h i f t  o p e r a t o r  w h i c h  i s  d e f i n e d  a s  E k  Y n  =  Y n + k ·  D a h l q u i s t  [ 1 9 5 6 ]  w a s  t h e  
p e r s o n  w h o  s t a r t e d  t o  s t u d y  a  g e n e r a l  t h e o r y  o f  m u l t i s t e p  m e t h o d s  a n d  w a s  t h e  f i r s t  
p e r s o n  w h o  i n t r o d u c e d  t h e  p o l y n o m i a l s  p(~) a n d  cr(~). 
I n  t h e  s a m e  m a n n e r  a s  s i n g l e  s t e p  m e t h o d s ,  t h e  t h e o r y  o f  m u l t i s t e p  m e t h o d s  a l s o  
i n v o l v e s  t h e  c o n c e p t s  o f  c o n s i s t e n c y ,  s t a b i l i t y ,  a n d  c o n v e r g e n c e .  D a h l q u i s t  [ 2 7  , 2 8 ]  h a s  
d e f i n e d  t h a t  E q u a t i o n  ( 3 . 3 )  i s  s a i d  t o  b e  c o n s i s t e n t  i f  p ( l ) = O ,  a n d  p  '  ( 1 )  =  c r ( l ) .  W e  
k n o w  t h a t  t h e  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m y  '  =  0 ,  y ( O )  =  1  h a s  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  y ( t )  =  1 .  I f  w e  
s o l v e  t h i s  p r o b l e m  u s i n g  ( 3  . 2 ) ,  w e  h a v e  
a o l  +  a
1
1  +  . . .  +  a k l  =  h ( b
0
0  +  b
1
0  +  . . .  + b k O )  o r  p ( l )  =  0 .  
L e t ' s  t a k e  a n o t h e r  e x a m p l e ,  y  '  =  1  w i t h  y ( O ) = O .  T h e  e x a c t  s o l u t i o n  o f  t h i s  e x a m p l e  i s  
y ( t )  =  t .  S u b s t i t u t i n g  t h i s  e x a c t  s o l u t i o n  i n t o  ( 3 . 2 ) ,  w e  h a v e  
a o ( n h )  +  a
2
( n + l ) h  +  . . .  +  a k ( n + k ) h  =  n h [ a
0  
+  a
1
+  . . .  +  a k ]  +  h [ l a
1
+ 2 a
2
+  . . .  
+  ( k - l ) a k _
1
+ k a k ]  
=  h ( b
0  
+  b
1  
+  . . .  +  b k )  
. . . . . . . . . . . _ _ _ _  
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w h e r e  y  
5  
=  s h ,  f o r  s = O ,  1 ,  2 ,  . . . .  n + k .  S i m p l i f y i n g  t h e  l a t t e r  e q u a t i o n  a n d  a p p l y i n g  t h e  
r e s u l t  o f  p ( l ) = O ,  w e  h a v e  p ' ( 1 )  =  c r ( l ) .  D a h l q u i s t  [ 2 7 , 2 8 ] ,  L a p i d u s  a n d  S e i n f e l d  [ 8 0 ] ,  
a n d  J a i n  [ 6 6 ]  h a v e  s h o w n  t h a t  t h e  m u l t i s t e p  m e t h o d  ( 3 . 1 )  i s  o f  o r d e r  p ,  i f  a n d  o n l y  i f  o n e  
o f  t h e  f o l l o w i n g  e q u i v a l e n t  c o n d i t i o n s  i s  s a t i s f i e d  :  
k  k  k  
1 .  L a i  =  0 ,  a n d  L a i i q  =  q L b i i q - I  f o r  q  =  2 ,  . . .  , p ,  
i = O  
i = O  
i = O  
2 .  p ( e h ) - h c r ( e h )  =  O ( h p + I )  f o r  h - - - +  0 ,  a n d  
3 .  p(~) -cr(~) =  0((~-1)P) for~---+ 1 .  
log~ 
D e f i n i t i o n  3 . 1  
( 3 . 4 )  
( 3 . 5 )  
( 3 . 6 )  
T h e  f o r m u l a  ( 3 . 1 )  w i l l  b e  s a i d  t o  b e  a b s o l u t e l y  s t a b l e  i n  t h e  s e n s e  o f  D a h l q u i s t  i f  
a l l  r o o t s  ~i o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  p o l y n o m i a l  p(~)=O a r e  s u c h  t h a t  l~d ~ 1  a n d  t h o s e  
r o o t s  f o r  w h i c h  l~d =  1  a r e  s i m p l e .  
T h e o r e m  3 . 1  
C o n s i s t e n c y  a n d  s t a b i l i t y  a r e  t o g e t h e r  n e c e s s a r y  a n d  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  
f o r m u l a  ( 3  . 1 )  t o  b e  c o n v e r g e n c e .  
P r o o f :  S e e  D a h l q u i s t  [ 2 7 , 2 8 ] .  
E x a m p l e  3 . 1 :  
I n v e s t i g a t e  t h e  c o n s i s t e n c y  a n d  t h e  o r d e r  o f  a  n u m e r i c a l  m e t h o d  
Y n + 2  =  - 4 Y n + l  +  5 y n  +  h ( 4 f n + l  +  2 f
0
) .  
S o l u t i o n :  
. . . . .  
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F o r  t h i s  c a s e  k  =  2 ,  a o  =  - 5 ,  a
1  
=  4 ,  a
2  
=  1 ,  b
0  
=  2 ,  b
1  
=  4 ,  b
2  
=  0 ,  c r ( s )  =  2  +  4 s ,  a n d  
p ( s )  =  - 5  +  4 s  +  s
2
•  S i n c e  p ( l )  =  - 5  +  ( 4 ) ( 1 )  +  1
2  
=  0 ,  a n d  p ' ( l ) =  4  +  ( 2 ) ( 1 )  =  c r ( 1 ) ,  t h e n  
t h e  m e t h o d  i s  c o n s i s t e n t .  F r o m  c o n d i t i o n  2  ( 3 . 2 ) ,  w e  h a v e  
p (  e h )  - h c r (  e h )  =  - 5  +  4 e h  +  e
2
h  - h ( 2  +  4 e h )  
=  - 5  +  4 [ 1  +  h  +  h
2
/ 2  +  O ( h
3
) ]  +  [ 1  +  ( 2 h )  +  ( 2 h )
2
/ 2  +  0 ( ( 2 h )
3
)  
- 2 h - 4 h ( l  +  h  +  h
2
/ 2  +  O ( h
3
) ]  
=  - 5  +  4  +  4 h  +  2 h
2  
+  O ( h
3
)  +  1  +  2 h  +  2 h
2  
+  O ( h
3
)  - 2 h  - 4 h  - 4 h
2  
- 2 h
3  
- O ( h
3
)  =  - 2 h
3  
+  O ( h
3
)  =  O ( h \  
S o  t h e  n u m e r i c a l  m e t h o d  i s  o f  o r d e r  2 .  
E x a m p l e  3 . 2 :  
I n v e s t i g a t e  t h e  c o n s i s t e n c y  a n d  t h e  o r d e r  o f  t h e  t r a p e z o i d a l  m e t h o d  
Y n + l  =  Y n  +  ( h / 2 ) [ f n  +  f n + l ] .  
S o l u t i o n :  
I n  t h i s  c a s e  k  =  1 ,  a o  =  - 1 ,  a
1  
=  1 ,  b
0  
=  1 1 2 ,  b
1  
=  1 1 2 ,  c r ( s )  =  1 / 2  +  ( 1 / 2 ) s ,  a n d  
p ( s )  =  - 1  +  S ·  S i n c e  p ( 1 )  =  - 1  +  ( 1 ) ( 1 )  =  0 ,  a n d  p ' ( l ) = 1 =  c r ( 1 ) = 1 / 2 + ( 1 / 2 ) ( 1 ) ,  t h e n  t h e  
m e t h o d  i s  c o n s i s t e n t .  L e t  u s  n o w  u s e  c o n d i t i o n  1  t o  s h o w  t h e  o r d e r  o f  t h e  t r a p e z o i d a l  
m e t h o d .  B y  a p p l y i n g  c o n d i t i o n  1 ( 3 . 1 ) ,  w e  c a n  s e e  t h a t  t h e  c o n d i t i o n  w i l l  b e  s a t i s f i e d  
o n l y  f o r  p  =  2 .  S o  t h e  n u m e r i c a l  m e t h o d  i s  o f  o r d e r  2 .  
3 . 1  L i n e a r  D i f f e r e n c e  E q u a t i o n s  
A m o n g  o t h e r  p u r p o s e s  o f  s t u d y i n g  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  a r e  t h e  u s e  o f  t h e s e  
e q u a t i o n s  t o  f o r m u l a t e  a n d  a n a l y z e  d i s c r e t e - t i m e  s y s t e m s ,  t o  a p p r o x i m a t e  t h e  i n t e g r a t i o n s  
. . . .  
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o f  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  u s i n g  f i n i t e - d i f f e r e n c e  s c h e m e s ,  a n d  t o  s t u d y  d e t e r m i n i s t i c  c h a o s  
[ 9 1 ,  9 2 ] .  I n  g e n e r a l ,  a n  o r d i n a r y  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  i s  a  r e l a t i o n  o f t h e  f o r m  
Y n + k  =  F ( n , y n , Y n + b  ·  ·  . ,  Y n + k - 1 ) ,  
( 3 . 7 )  
w h e r e  t h e  o r d e r  i s  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  h i g h e s t  a n d  l o w e s t  i n d i c e s  t h a t  a p p e a r  i n  
t h e  e q u a t i o n .  B a s e d  o n  t h i s  d e f i n i t i o n ,  t h e  o r d e r  o f  E q u a t i o n  ( 3 .  7 )  i s  k ,  a n d  s h i f t i n g  t h e  
l a b e l i n g  o f  t h e  i n d i c e s  w i l l  n o t  c h a n g e  t h e  o r d e r  o f  t h e  e q u a t i o n .  I f  E q u a t i o n  ( 3 .  7 )  i s  
s h i f t e d  t o  Y n + k + r  =  F ( n + r , Y n + r , Y n + r + b  . . .  , y n + r + k -
1
) ,  i t s  o r d e r  i s  s t i l l  k .  A  s o l u t i o n  o f  d i f f e r e n c e  
e q u a t i o n  ( 3 . 7 )  i s  a  f u n c t i o n  < p ( n )  t h a t  r e d u c e s  t h e  e q u a t i o n  t o  a n  i d e n t i t y .  I f  w e  s u b s t i t u t e  
< p ( n ) =  2 "  i n t o  Y n + l  - 2 y n  =  0 ,  w e  w i l l  h a v e  a n  i d e n t i t y  i n  t h e  f o r m  o f  2 n + l  - ( 2 )  2 "  =  0 .  I n  
t h i s  c a s e ,  < p ( n ) = 2 "  i s  s a i d  a  s o l u t i o n  o f  Y n + l  - 2 y n  =  0 .  A  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  c a n  b e  
d e r i v e d  f r o m  a  s e q u e n c e  { Y n }  t o  w h i c h  i s  d e f i n e d  a s  a  f u n c t i o n  o f  n  a n d  k  a r b i t r a r y  
c o n s t a n t s  C t .  c
2
,  . . .  ,  c k .  T h e  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  o f  t h i s  s e q u e n c e  w i l l  b e  o f  o r d e r  k .  I f  
w e  c a l c u l a t e  Y n + l  f r o m  Y n  =  A 2 " ,  w e  w i l l  h a v e  Y n + l  =  A 2 n + l  =  ( 2 ) A ( 2 ) "  =  2 Y n ·  T h e  
d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  o f y n  =  A 2 "  i s  a  f i r s t - o r d e r  e q u a t i o n  i n  t h e  f o r m  o f y n + l  - 2 y n  =  0 .  B y  
c a l c u l a t i n g  Y n + l  a n d  Y n +
2  
f r o m  Y n  =  c
1
2 "  +  c
2
2 " ,  w e  w i l l  h a v e  a  s e c o n d - o r d e r  o f  d i f f e r e n c e  
e q u a t i o n  i n  t h e  f o r m  o f  Y n +
2  
- 7 Y n + l  +  l O y n  =  0 .  T h i s  g i v e s  a  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  
Y n  = A n +  f ( A )  i s  Y n  =  ( Y n + l  - Y n ) n  +  f ( Y n + l  - Y n )  w h i c h  c a n  b e  f o u n d  b y  c a l c u l a t i n g  Y n + l  
a n d  s u b s t i t u t i n g  t h e  v a l u e  o f  A  b a c k  i n t o  t h e  f i r s t  e q u a t i o n .  
A  k t h - o r d e r  l i n e a r  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  w i t h  c o n s t a n t  c o e f f i c i e n t s  i s  a  r e l a t i o n  i n  
t h e  f o r m  o f  
Y n + k  +  a 1 Y n + k - l  +  a 2 Y n + k - 2  +  ·  ·  ·  +  a k Y n  =  R n  
( 3 . 8 )  
4 0  
w h e r e  a ! >  a
2
,  . . .  ,  a n d  a k  a r e  c o n s t a n t s  w i t h  a k  ' *  0 ,  a n d  R
0  
i s  a  f u n c t i o n  o f  n .  T h e  e q u a t i o n  
( 3 . 8 )  i s  c a l l e d  a  k t h - o r d e r  n o n h o m o g e n e o u s  l i n e a r  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  w i t h  c o n s t a n t  
c o e f f i c i e n t s .  I f  R
0  
=  0 ,  t h e n  E q u a t i o n  ( 3 . 8 )  i s  c a l l e d  h o m o g e n e o u s  a n d  i t  b e c o m e s  
Y n + k  +  a 1 Y n + k - I  +  a 2 Y n + k - 2  +  ·  ·  ·  +  a k Y n  =  0 .  
( 3 . 9 )  
U s i n g  t h e  s h i f t  o p e r a t o r  E ,  w e  c a n  w r i t e  E q u a t i o n  ( 3 . 9 )  i n  t h e  f o r m  f ( E ) y
0  
=  0 ,  w h e r e  
. c . ( E )  E k  E k - I  E k -
2  
.  h  f i  .  T h  h  .  .  .  
1 1  =  +  a
1  
+  a
2  
+  . . .  +  a k  1 s t  e  o p e r a t o r  u n c t w n .  e  c  a r a c t e n s t 1 c  e q u a t i O n  
a s s o c i a t e d  w i t h  E q u a t i o n  ( 3 . 9 )  i s  f ( r )  =  0 .  
T h e o r e m  3 . 2  
L  b  
1  
.  h  h  .  .  . c . (  )  k  k - 1  k - 2  0  
e t  r i  e  a n y  s o  u t w n  t o t  e  c  a r a c t e n s t 1 c  1 1  r  =  r  +  a
1
r  +  a
2
r  +  . . .  +  a k  =  ,  
t h e n  Y n  =  r t  i s  a  s o l u t i o n  t o  t h e  h o m o g e n e o u s  e q u a t i o n  ( 3 . 9 ) .  
P r o o f :  
S u b s t i t u t i n g  Y n  =  r t  i n t o  ( 3 . 9 )  g i v e  
n + k  n + k - 1  n + l  n  n  k  k - 1  
r i  +  a
1
r i  +  . . .  +  a k - I r i  +  a k r i  =  r i  ( r i  +  a
1
r i  +  . . .  +  a k - I r i  +  a k )  
=  r t f ( r i )  =  r t . o  =  0 .  
H e n c e ,  Y n  =  r i "  i s  a  s o l u t i o n  t o  e q u a t i o n  ( 3 . 9 ) .  
I f  t h e  k  r o o t s  o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  f ( r )  =  0  a r e  d i s t i n c t ,  t h e n  t h e  g e n e r a l  
s o l u t i o n  o f  ( 3 . 9 )  w i l l  b e  Y n  =  c
1
r
1
"  +  c
2
r
2
"  +  . . .  +  c k r k " ·  I n  t h e  c a s e  w h e r e  r i  h a s  
m u l t i p l i c i t y  m i ,  i = 1 , 2 ,  . . .  , j ,  w h e r e  m l  +  m 2  +  . . . . .  +  m j  =  k ,  t h e n  t h e  s o l u t i o n  o f  E q u a t i o n  
( 3 . 9 )  b e c o m e s  
" [  2  m l - 1 ]  " [  2  
Y n = r 1  a i i + a i 2 n + a 1 3 n  +  . . .  + a l m l n  + r 2  a 2 1 + a 2 2 n + a 2 3 n  +  . . .  
~ ~ ~ '  ~' ~ 
m 2 - 1 ]  " [  2  m j - 1 ]  
+ a
2
, m
2
n  +  . . .  +  r j  a j ,  
1  
+  a j , 2 n  +  a j
3
n  +  . . .  + a j , m P  .  
T h e  s o l u t i o n  Y n  o f E q u a t i o n  ( 3 . 9 )  i s  u s u a l l y  w r i t t e n  a s  Y n H ·  
l _ _  
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A  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  o f  t h e  n o n h o m o g e n e o u s  l i n e a r  d i f f e r e n c e  E q u a t i o n  ( 3 . 8 )  c a n  
b e  d e r i v e d  f r o m  t h e  r e l a t i o n  y /  =  f ( E r
1
R n .  T h e  g e n e r a l  s o l u t i o n  o f  E q u a t i o n  ( 3 . 8 )  t h e n  
b e c o m e s  Y n G  =  Y n "  +  Y n P ·  W h e n  R n  h a s  c e r t a i n  f o r m s ,  w e  c a n  u s e  t h e  t r i a l  s o l u t i o n s  
g i v e n  i n  T a b l e  3 . 1  b e l o w .  T h e  u n k n o w n  c o e f f i c i e n t s  s h o u l d  b e  d e t e r m i n e d  b y  
s u b s t i t u t i n g  t h e  t r i a l  s o l u t i o n s  i n t o  t h e  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n .  I f  a  t e r m  o f  t h e  t r i a l  s o l u t i o n  
a p p e a r e d  i n  t h e  h o m o g e n e o u s  s o l u t i o n ,  t h e n  t h e  e n t i r e  t r i a l  s o l u t i o n  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h i s  
t e r m  s h o u l d  b e  m u l t i p l i e d  b y  a  p o s i t i v e  i n t e g e r  p o w e r  o f  n .  T h i s  p o w e r  s h o u l d  b e  j u s t  
l a r g e  e n o u g h  s o  t h a t  n o  t e r m  i n  t h e  n e w  t r i a l  s o l u t i o n  w i l l  a p p e a r  i n  t h e  h o m o g e n e o u s  
s o l u t i o n .  
E x a m p l e  3 . 3 :  
S o l v e  Y n + 2 - 4 Y n + 1  +  4 y n  =  3 ( 2 ) "  +  5 ( 4 ) "  
S o l u t i o n :  
A  h o m o g e n e o u s  s o l u t i o n  o f  t h i s  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  c a n  b e  f o u n d  b y  f i n d i n g  t h e  
r o o t s  o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  f ( r )  =  r
2  
- 4 r  +  4  =  0 .  S i n c e  t h e  r o o t s  a r e  r
1  
=  2  a n d  
r
2  
=  2 ,  t h e  h o m o g e n e o u s  s o l u t i o n  i s  y  n  H  =  c
1
2 "  +  c
2
n ( 2 ) " .  T h e  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  f o r  t h e  
n o n h o m o g e n e o u s  s o l u t i o n  c a n  b e  f o u n d  b y  c h o o s i n g  t h e  t r i a l  s o l u t i o n  
y /  =  A
1
n
2
( 2 ) "  +  A
2
( 4 ) " .  B y  s u b s t i t u t i n g  t h i s  y /  i n t o  t h e  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n ,  w e  h a v e  
y /  =  3 n
2
( 2 ) " -
3  
+  5 ( 4 ) " -
1
.  T h e  g e n e r a l  s o l u t i o n  o f t h e  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  i s  
Y n ° =  Y n H  +  y /  =  c 1 2 "  +  c 2 n ( 2 ) "  +  3 n
2
( 2 ) " -
3  
+  5 ( 4 ) " -
1
.  
E x a m p l e  3 . 4 :  
S o l v e  n u m e r i c a l l y  Y n +
2  
=  - 4 Y n +
1  
+  5 y n  +  h ( 4 f n +
1  
+  2 f n )  a n d  a p p l y  t o  
y  I =  y ,  y ( O )  =  1 .  
_ _ _ _ . . . , _ _  
_ _ _ _ _ . . . . , _ _ _  
S o l u t i o n :  
T A B L E  3 . 1  
A  T r i a l  S o l u t i o n  t o  F i n d  a  P a r t i c u l a r  S o l u t i o n  o f  N o n h o m o g e n e o u s  
D i f f e r e n c e  E q u a t i o n s  
T e r m s  i n  T n  
T r i a l  s o l u t i o n  y /  
~n 
A~" 
s i n  a n  o r  c o s  a n  
A  c o s  a n  +  B  s i n  a n  
I  
p o l y n o m i a l  P ( n )  o f  d e g r e e  m  
A  m  A  , m - 1  A  
o n  +  I n  +  . .  +  m  
~"P(n) 
~"(A
0
nm +  A
1
n m - J +  . .  + A m )  
~n ·  ~n 
s m  a n  o r  c o s  a n  ~"(A c o s  a n +  B  s i n  a n )  
- - - - - - -
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C a l c u l a t i n g  t h e  p o l y n o m i a l s  p  a n d  c r ,  w e  h a v e  p(~) =  ~
2 
+  4~ - 5 ,  cr(~) =  4~ +  2 ,  
a n d  p '  (~) =  2~ +  4 .  T h e  m u l t i s t e p  m e t h o d  i s  c o n s i s t e n t  b e c a u s e  p ( 1 )  =  1  +  4 - 5  =  0  a n d  
p '  ( 1 )  =  2 ( 1 )  +  4  =  c r ( 1 )  =  4 ( 1 )  + 2  =  6 .  S i n c e  a o  =  - 5 ,  a
1  
=  4 ,  a
2  
=  1 ,  w e  h a v e  
a o  +  a
1  
+  a
2  
=  - 5  +  4  +  1  =  0 .  B y  o b s e r v a t i o n  o f  f o r m u l a  ( 3 . 4 ) ,  t h e  c o n d i t i o n  i s  s a t i s f i e d  
f o r  q = 2  a n d  q = 3 .  I t  c a n  b e  s a i d  t h e n  t h a t  t h e  m u l t i s t e p  m e t h o d  i s  o f  o r d e r  3 .  S i n c e  t h e  
r o o t s  o f  c h a r a c t e r i s t i c  p(~) =  0  a r e  ~
1 
=  - 5 ,  a n d  ~
2 
=  1 ,  t h e n  t h e  m u l t i s t e p  m e t h o d  i s  
u n s t a b l e .  I f  t h e  c o m p u t a t i o n  s a t i s f i e s  t h e  s t a b i l i t y  c o n d i t i o n ,  t h e n  t h e  m e t h o d  i s  s a i d  t o  
h a v e  c o n v e r g e n c e  w i t h  o r d e r  3 .  T h e  l i n e a r  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  r e l a t i o n  i s  
Y n +
2  
+  4 ( 1 - h ) Y n + I - ( 5 + 2 h ) Y n  =  0 .  A s  s t a r t i n g  v a l u e s ,  w e  c a n  t a k e  Y o =  1 ,  a n d  y
1  
=  e h .  T h e  
r o o t s  o f t h e  c h a r a c t e r i s t i c  o f r
2  
+  4 ( 1 - h ) r - ( 5 + 2 h )  a r e  
r
1  
= 2 h - 2 + . J 4 h
2  
- 6 h + 9  a n d  r
2  
= 2 h - 2 - . J 4 h
2  
- 6 h + 9 .  
l  
6 0  
4 0  
2 0  
U l  
~ 0  
I  
I  
I  
I  
I  
I  
I  
I  
I  
I  
•  
I  
•  
I I  
I  I  
I  . .  
I  I  I I  
I  1 ,
1  
I  I  I  
I  
: > .  0 . 0 0  
I  
1 . 0 t l l  
I I  
- 2 0  
- 4 0  
- 6 0  
t A x i s  
•  
E x a c t  
•  
h = 0 . 0 2 5  
. . .  
h = 0 . 0 5  
. . . .  h = 0 . 1  
l
1
1  
I I  
I \  
I  I  
I  
1
1  
I  I  
I  
1
1  
I  I  
I  
1
1  
I  I  
I  
1
1  
I  I  
I  
1
1  
I .  
F i g u r e  3 . 1  C o m p u t a t i o n a l  R e s u l t s  o f y n +
2  
=  - 4 Y n +
1
+ 5 y n + h ( 4 f n + I + 2 f n )  
A p p l i e d  t o  y ' = y ,  y ( O ) = l .  
4 3  
T h e  g e n e r a l  s o l u t i o n  o f  t h e  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  i s  Y n  H  =  A r
1  
n  +  B r t  T h e  c o m p u t a t i o n s  
a r e  d o n e  u s i n g  h = 0 . 0 2 5 ,  0 . 0 5 ,  a n d  0 . 1  a s  s h o w n  i n  F i g u r e  3 . 1 .  I n  t h i s  c a s e ,  t h e  s m a l l e r  
t h e  s t e p s i z e  i s  c h o s e n ,  t h e  w o r s e  r e s u l t  i s  a c h i e v e d .  T h i s  o c c u r r e d  b e c a u s e  a s  h  ~ 0 ,  y  n  H  
w i l l  o s c i l l a t e  t o  i n f i n i t y  f o r  r
1  
a n d  r
2  
e q u a l  t o  1  a n d  - 5 ,  r e s p e c t i v e l y .  W e  c a n  s e e  t h a t  t h e  
s e c o n d  p a r t  o f  y  n  H  h a s  a  v e r y  s t r o n g  g r o w t h  i n  t h e  s o l u t i o n  f o r  a  s m a l l  s t e p s i z e .  I f  w e  
a p p r o x i m a t e  t h e  s q u a r e r o o t  i n  r
1  
a n d  r
2  
u s i n g  t h e  f i r s t  t w o  t e r m s  o f  T a y l o r ' s  s e r i e s ,  w e  
i  
J . .  
4 4  
h a v e  r
1  
=  1  +  h  +  O ( h
2
) ,  a n d  r
2  
=  - 5  +  O ( h ) .  S i n c e  r
1  
i s  a n  a p p r o x i m a t i o n  o f  e h ,  t h e  f i r s t  
t e r m  o f  Y n  H  a p p r o x i m a t e s  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  e
1
.  T h e  s e c o n d  p a r t  o f  Y n  H  i s  o f t e n  c a l l e d  a  
p a r a s i t i c  s o l u t i o n .  
3 . 2  A d a m s  M e t h o d s  
J o h n  C o u c h  A d a m s  w a s  m o t i v a t e d  b y  a  p r o b l e m  g i v e n  b y  F .  B a s h f o r t h  w h e n  
A d a m s  p r o p o s e d  A d a m s - B a s h f o r t h  m e t h o d s .  T h e  A d a m s - N e w t o n  B a c k w a r d  D i f f e r e n c e  
f o r m u l a  i s  u s e d  a s  a p p r o x i m a t i o n  f u n c t i o n s  t o  t h e  i n t e g r a n d s .  I f  y  i s  a  f u n c t i o n  o f t  a n d  t  
i s  r e p l a c e d  b y  t k  =  t
0  
+  k h ,  t h e  b a c k w a r d  d i f f e r e n c e  o f  t h e  Y k  v a l u e  i s  d e n o t e d  b y  V ' y k  a n d  
d e f i n e d  a s  Y k - Y k - 1 ·  I t  c a n  b e  s h o w n  t h e n  t h a t  V ' n y k  =  V ' n - I Y k  - V ' n - I Y k - l ·  F r o m  t h e  k  k n o w n  
v a l u e s  Y n - k + I >  Y n - k + 2 '  ·  ·  ·  , Y n - 1 >  Y m  t h e  k  p o i n t s  ( t u - k H , f n - k + l ) ,  ( t n - k + 2 J n - k + 2 ) ,  ·  ·  . , ( t n , f n )  c a n  b e  
d e t e r m i n e d .  T h e  N e w t o n  B a c k w a r d  D i f f e r e n c e  f o r m u l a  i n t e r p o l a t e s  t h e  f u n c t i o n  f ( t , y )  o f  
y '  = f ( t , y )  a s  
k - 1  (  J  
p • ( t )  =  p • ( t n  + s h )  =  L ( - 1 ) j  -~ V ' j f n  
j = O  J  
( 3 . 1  0 )  
(
- s J  ·  s !  t - t  
w h e r e - .  = ( - 1 ) J  .
1
(  •  ,  s = - h " ,  a n d t  s t s t  
1
•  T h e s o l u t i o n o f y ' = f ( t , y ) a t  
J  J . S - J ) !  n  n +  
t  
n  +  1  
t n + l  i s  g i v e n  b y  y ( t  )  =  y ( t  )  +  j f ( t ,  y ( t ) ) d t ,  w h i c h  i n  t h e  n u m e r i c a l  r e s u l t  i s  g i v e n  b y  
n + l  n  
t  
n + l  
Y n + l  =  Y n  +  f p *  ( t ) d t  
n  
n  
( 3  . 1 1 )  
B y  s u b s t i t u t i n g  ( 3  . 1  0 )  i n t o  ( 3  . 1 1 )  a n d  u s i n g  a  n e w  v a r i a b l e  s  s u c h  t h a t  t h e  i n t e g r a t i o n  w i l l  
b e  f r o m  0  t o  1 ,  L a m b e r t  [ 7 8 ]  h a s  s h o w n  t h a t  
k - 1  
- h " "  •  j  
Y n + l - Y n  +  ~y.V' f  
J  n  
( 3 . 1 2 )  
j = O  
w h e r e  t h e  c o e f f i c i e n t s  Y i  *  s a t i s f y  
1  
Y :  =  (  - 1  ) i  J  (  -~J d s  
0  J  
( 3 . 1 3 )  
T h e  m u l t i s t e p  m e t h o d  ( 3 . 1 2 )  i s  c a l l e d  a n  e x p l i c i t  A d a m s - B a s h f o r t h  m e t h o d .  R e c u r r e n c e  
r e l a t i o n s  f o r  c o e f f i c i e n t s  Y i *  ( s e e  A p p e n d i x  C )  a r e  g i v e n  a s  
•  1 .  1 .  1 .  
Y
.  + - y .  I  + - y .  2  + - y .  3  +  
I  2  1 - 3  1 - 4  1 -
1  •  
+  i  +  1  y  0  =  1  ,  i  =  0 , 1  , 2  . . .  
( 3 . 1 4 ) .  
T h e  f a m i l y  o f  e x p l i c i t  A d a m s - B a s h f o r t h  m e t h o d s  t h e n  c a n  b e  w r i t t e n  a s  
1  5  2  3  3  
Y n + l  =  Y n  + h ( f n  + l Y ' f n  +  
1
2  Y '  f n  + } 8 Y '  f n  +  ·  ·  . ) .  
( 3 . 1 5 )  
B y  c o n s i d e r i n g  t h e  m u l t i s t e p  m e t h o d  ( 3 . 1 5 ) ,  s p e c i a l  c a s e s  o f  ( 3 . 1 2 )  c a n  b e  s h o w n  t o  b e  
k  =  1  :  Y  n +  I  =  Y  n  +  h f  n .  
k = 2 :  Y n + l  = Y n  +~~fn -~fn-1). 
, (  2 3  1 6  5  J  
k  =  3 :  Y n + l  =  Y n  + l l \ _ _ } 2 f n  - } 2 f n - l  +  
1 2  
f n - 2  ·  
, ( 5 5  5 9  3 7  9  )  
k  =  4 :  Y  n + l  =  Y  n  +  l l \ _ _ 2 4  f n  - 2 4  f n - 1  +  2 4  f n - 2  - 2 4  f n - 3  .  
T h e s e  m e t h o d s  a r e  v e r y  i n t e r e s t i n g  b e c a u s e  Y i * ' s  d o  n o t  d e p e n d  o n  k .  T h e y  c a n  
b e  d e t e r m i n e d  d i r e c t l y  f r o m  t h e i r  r e c u r r e n c e  r e l a t i o n s  ( 3 . 1 4 ) .  I f  w e  k n o w  t h e  v a l u e s  o f  
4 6  
y
0
* ,  y
1
* ,  y
2
* ,  y
3
* ,  w e  c a n  c r e a t e  a l l  k - s t e p  A d a m s - B a s h f o r t h  m e t h o d s  w i t h  k = 1 ,  2 ,  3 ,  4 .  
B y  o b s e r v i n g  E q u a t i o n  ( 3 . 1 2 )  o r  ( 3 . 1 5 ) ,  w e  c a n  s e e  t h a t  f r o m  a  k - s t e p  A d a m s - B a s h f o r t h  
m e t h o d ,  w e  c a n  c r e a t e  a  ( k - 1 ) - s t e p  A d a m s - B a s h f o r t h  m e t h o d  j u s t  b y  t h r o w i n g  o u t  t h e  
l a s t  t e r m  o f  t h e  s e r i e s .  W e  a l s o  c a n  c r e a t e  a  ( k +  1  ) - s t e p  m e t h o d  b y  a d d i n g  a n  e x t r a  t e r m  
a f t e r  c a l c u l a t i n g  c o e f f i c i e n t  ' Y k +  
1  
*  u s i n g  t h e i r  r e c u r r e n c e  r e l a t i o n s  ( 3  . 1 4  ) .  
T h u s ,  w e  h a v e  a l r e a d y  s h o w n  t h a t  t h e  k - s t e p  A d a m s - B a s h f o r t h  m e t h o d s  o n l y  
i n v o l v e  k  t e r m s  ( e x c l u d i n g  y  
0
)  o f  s e r i e s ( 3  . 1 2 ) ,  a n d  i s  g i v e n  a s  
k - 1  
Y  n + l  =  Y  n  +  h L  Y  ~V'jf 
J  n .  
j = O  
w h i c h  h a s  o r d e r  k  a n d  e r r o r  c o n s t a n t  ' Y k  * .  B y  i n v e s t i g a t i n g  t h e  A d a m s - B a s h f o r t h  
m e t h o d s  u s i n g  t e s t  e q u a t i o n  y  '  =  ' A y ,  H a i r e r  a n d  W a n n e r  [ 5 6 ]  s a i d  t h a t  t h e  A d a m s -
B a s h f o r t h  m e t h o d s  a r e  n o t  a p p r o p r i a t e  f o r  s t i f f  p r o b l e m s .  
I m p l i c i t  A d a m s  m e t h o d s  c a n  b e  d e r i v e d  b y  i n t e r p o l a t i n g  t h e  f u n c t i o n  f ( t , y )  o f  
y  '  =  f ( t , y )  o v e r  k  p o i n t s  g i v e n  i n  t h e  e x p l i c i t  m e t h o d s  a n d  o n e  u n k n o w n  p o i n t  ( t n + I , f n + I ) ·  
I n  t h i s  c a s e  t h e  a p p r o x i m a t i o n  f u n c t i o n  o f f ( t , y )  b e c o m e s  
k  (  
.  - s +  1  .  
p ( t ) = p ( t  + s h ) =  ' " ' C - 1 ) J  ) v J f  
n  L . . J  J .  n + l  •  
j = O  
( 3 . 1 6 )  
B y  s u b s t i t u t i n g  p * ( t )  i n  ( 3 . 1 1 )  w i t h  p ( t ) ,  w e  h a v e  t h e  i m p l i c i t  m e t h o d  
k  
Y n + l  =  Y n  +  h ' " '  ' V  . V ' j f  
L . . . J
1
J  n + l "  
( 3 . 1 7 )  
j = O  
w h e r e  t h e  c o e f f i c i e n t s  ' Y j  s a t i s f y  
4 7  
I  
y ;  ~(-!);I ( - s ;  l ) d s .  
( 3 . 1 8 )  
T h e  m u l t i s t e p  m e t h o d s  ( 3 . 1 7 )  a r e  c a l l e d  i m p l i c i t  A d a m s - M o u l t o n  m e t h o d s .  R e c u r r e n c e  
r e l a t i o n s  f o r  c o e f f i c i e n t s  Y j  ( s e e  A p p e n d i x  C )  a r e  g i v e n  a s  
1  1  1  1  { 1  i f  i  =  0  
Y i  + 2 Y i - l  + ) Y i - 2  + 4 Y i - 3  +  ·  ·  ·  +  i  + 1  Y o =  0  i f i  =  1 , 2 ,  . .  
( 3 . 1 9 ) .  
T h e  f a m i l y  o f  t h e  i m p l i c i t  A d a m s - M o u l t o n  m e t h o d s  t h e n  c a n  b e  w r i t t e n  a s  
1  1  2  1  3  
Y n + l  =  Y n  + h ( f n + l - 2 \ l f n + I - U V '  f n + l -
2
4 \ 7  f n + l  +  ·  ·  . ) .  
( 3 . 2 0 )  
B y  c o n s i d e r i n g  t h e  m u l t i s t e p  m e t h o d  ( 3 . 2 0 ) ,  s p e c i a l  c a s e s  o f E q .  ( 3 . 1 7 )  c a n  b e  o b t a i n e d :  
k  =  1 :  
Y n + l  = Y n  +{~fn+l +~fn). 
k = 2 :  
, ( 5  8  1  )  
y  n + l  =  y  n  +  \ 1 2  f n + l  + u f n  - u f n - 1  .  
k = 3 :  
, (  9  1 9  5  1  )  
Y  n + l  =  Y  n  +  \ 2 4  f n + l  +  2 4  f n - 2 4  f n - 1  +  2 4  f n - 2  .  
k = 4 :  
=  +  1  (  2 5 1  f  +  6 4 6  f  - 2 6 4  f  +  1 0 6  f  - _ _ _ ! 2 _  f  )  
Y  n + l  Y  n  \ 7 2 0  n + l  7 2 0  n  7 2 0  n - l  7 2 0  n -
2  
7 2 0  n -
3  
.  
T h e  s a m e  a r g u m e n t s  a s  i n  t h e  A d a m s - B a s h f o r t h  m e t h o d s  a l s o  p r e v a i l  i n  i m p l i c i t  
A d a m s - M o u l t o n  m e t h o d s .  B u t  h e r e ,  t h e  k - s t e p  A d a m s - M o u l t o n  m e t h o d s  i n v o l v e  ( k + l )  
t e r m s  ( e x c l u d i n g  y  
0
)  o f  s e r i e s  ( 3  . 1 7 ) ;  T h a t  i s ,  t r u n c a t i o n  i s  d o n e  a f t e r  ( k +  1 )  t e r m s  
( e x c l u d i n g  y  
0
)  o f  s e r i e s  ( 3  . 1 7 ) .  F o r  k =  1 ,  t h e  b a c k w a r d  E u l e r  m e t h o d  y  n +  
1  
=  y  n  +  h f n +  
1  
i s  
a l s o  c a l l e d  a  1 - s t e p  A d a m s - M o u l t o n  m e t h o d .  I t  a l s o  c a n  b e  s h o w n  t h a t  a  k  - s t e p  A d a m s -
M o u l t o n  h a s  o r d e r  ( k +  1 )  a n d  e r r o r  c o n s t a n t  Y k +  
1
.  S h a m p i n e  a n d  G o r d o n  [ 9 9 ]  u s e d  t h e s e  
. . .  
. . l  
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i m p l i c i t  A d a m s - M o u l t o n  m e t h o d s  u s i n g  P E C E  ( w i l l  b e  d i s c u s s e d  l a t e r )  m  
d e v e l o p i n g  O D E s  p a c k a g e s  t o  s o l v e  n o n - s t i f f  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  B y r n e  a n d  
H i n d m a r s h  u s e d  A d a m s  m e t h o d s  t o  s o l v e  n o n s t i f f  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  i n  t h e  E P S O D E  
[ 1 7 ] .  
T h e  c o n s i s t e n c y ,  s t a b i l i t y ,  a n d  c o n v e r g e n c e  o f  A d a m s - B a s h f o r t h  a n d  A d a m s -
M o u l t o n  m e t h o d s  c a n  b e  e x a m i n e d  u s i n g  t h e  s t a b i l i t y  c o n c e p t  p r o p o s e d  b y  D a h l q u i s t .  
L e t  u s  t a k e  a n  e x a m p l e  f o r  k = 2 .  T h e  e x p l i c i t  t w o - s t e p  A d a m s - B a s h f o r t h  m e t h o d  i s  
Y n +
1  
=  Y n  +  ( h / 2 ) ( 3 f n  - f n _
1
) .  B y  w r i t i n g  t h i s  f o r m u l a  i n  t h e  f o r m  o f  E q u a t i o n  ( 3 . 3 ) ,  w e  
h a v e  p * ( r )  =  l  - r  a n d  c r * ( r )  =  ( 1 / 2 ) ( 3 r  - 1 ) .  S i n c e  p * ( l )  =  1  - 1  = 0 ,  a n d  
p * ' ( 1 )  =  2 ( 1 )  - 1  =  ( 1 1 2 ) ( 3 . 1 - 1 )  =  c r * ( 1 ) ,  t h e n  t h e  e x p l i c i t  t w o - s t e p  A d a m s - B a s h f o r t h  
m e t h o d  i s  c o n s i s t e n t .  T h e  m e t h o d  i s  s t a b l e  b e c a u s e  t h e  r o o t s  o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  
e q u a t i o n  p ( r )  a r e  r
1  
=  0  a n d  r
2  
=  1 .  B y  a p p l y i n g  E q u a t i o n  ( 3 . 4 )  t o  t h i s  m e t h o d ,  i t  c a n  b e  
s a i d  t h a t  t h i s  m e t h o d  h a s  o r d e r  2 .  T h e  i m p l i c i t  t w o - s t e p  A d a m s - M o u l t o n  m e t h o d  i s  
Y n +
1  
=  Y n  +  ( h / 1 2 ) ( 5 f n +
1  
+  8 f n  - f n _
1
) .  A s  w a s  d o n e  f o r  t h e  e x p l i c i t  t w o - s t e p  A d a m s -
B a s f o r t h  m e t h o d ,  w e  h a v e  
2  2  
p ( r )  =  r  - r ,  a n d  c r ( r )  =  ( 1 / 1 2 ) ( 5 r  +  8 r  - 1 ) .  
S i n c e  p ( 1 )  =  1  - 1  =  0 ,  a n d  p  '  ( 1 )  =  2 ( 1 )  - 1  =  ( 1 / 1 2 ) [ 5 ( 1 )
2
+ 8 ( 1 ) - 1 ]  =  c r ( 1 ) ,  t h e n  t h e  
i m p l i c i t  t w o - s t e p  A d a m s - M o u l t o n  m e t h o d  i s  c o n s i s t e n t .  T h e  m e t h o d  i s  s t a b l e  b e c a u s e  
t h e  r o o t s  o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  p ( r )  a r e  r
1  
=  0  a n d  r
2  
=  1 .  B y  a p p l y i n g  E q u a t i o n  ( 3 . 4 )  t o  
t h i s  m e t h o d ,  i t  c a n  b e  s a i d  t h a t  t h i s  m e t h o d  h a s  o r d e r  3  
3 . 3  B a c k w a r d  D i f f e r e n t i a t i o n  F o r m u l a e  ( B D F )  
4 9  
S o  f a r ,  w e  h a v e  d i s c u s s e d  m u l t i s t e p  m e t h o d s  b a s e d  o n  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  a n d  
i n t e g r a t i o n s .  W e  w i l l  n o w  d e r i v e  m u l t i s t e p  m e t h o d s  w h i c h  a r e  b a s e d  o n  n u m e r i c a l  
d i f f e r e n t i a t i o n  o f  a  g i v e n  f u n c t i o n .  
T h e s e  m e t h o d s  a r e  c a l l e d  t h e  b a c k w a r d  
d i f f e r e n t i a t i o n  f o r m u l a s  ( B D F )  a n d  c a n  b e  a p p l i e d  t o  s o l v e  s t i f f  d i f f e r e n t i a l  s y s t e m s .  
T h e s e  i m p l i c i t  m u l t i s t e p  m e t h o d s  a r e  t h e  f i r s t  m e t h o d s  u s e d  i n  s o l v i n g  s t i f f  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s  a n d  b e c o m e  t h e  m o s t  w i d e l y  a n d  p r e d o m i n a n t l y  u s e d  f o r  a l l  s t i f f  c o m p u t a t i o n s  
s i n c e  G e a r  [ 4 4 ]  p r o p o s e d  t h e  c o m p u t e r  c o d e s  i n  h i s  b o o k .  T h e  E P S O D E  c r e a t e d  b y  
B y r n e  a n d  H i n d m a r s h  [ 1 7 ]  a l s o  u s e d  t h e s e  m e t h o d s  t o  h a n d l e  s t i f f  s y s t e m  p r o b l e m s .  T h e  
M E B D F  c r e a t e d  b y  C a s h  [ 2 0 ]  t o  s o l v e  s t i f f  p r o b l e m s  i s  a l s o  a n  e x a m p l e  o f  p a c k a g e  t h a t  
i m p l e m e n t s  B D F  c o n c e p t s .  
T h e  N e w t o n  B a c k w a r d  d i f f e r e n c e  i n t e r p o l a t i o n s  o f k  p o i n t s  ( t n + b Y n + J ) ,  ( t n , Y n ) ,  . . .  ,  
( t n - k + I , Y n - k + J ) , ( t n - k , Y n - k )  a r e  g i v e n  a s  
k  (  )  
.  - s +  1  .  
p(t)=p(tn+sh)=Pk(s)=~(-1/ j  Y ' J y n + l "  
( 3 . 2 1 )  
T h e  v a l u e s  Y n - b  Y n - k + b  . . .  ,  Y n  a r e  k n o w n ,  a n d  w e  w o u l d  l i k e  t o  d e t e r m i n e  t h e  v a l u e  o f  
Y n + I ·  T h e  m e t h o d s  a r e  d o n e  b y  d i f f e r e n t i a t i n g  e q u a t i o n  ( 3 . 2 1 )  a n d  s u b s t i t u t i n g  t h e  v a l u e  
i n t o  y  '  = f ( t , y ) .  T h e  f u n c t i o n  o f  y  i s  a p p r o x i m a t e d  b y  a  p o l y n o m i a l  p ( t )  o f  d e g r e e  k .  
S i n c e  t h e  a p p r o x i m a t i o n  o f y '  =  f ( t , y )  a t  t n + I  i s  p '  ( t n + I )  =  f n + b  w e  h a v e  ( s e e  A p p e n d i x  
C )  
1  d  ~ · ( - s  +  1 )  .  
- - L , , ( - 1 ) J  Y ' J  -
h  d s  j = O  j  Y n + l - f n + l '  
w h i c h  c a n  b e  w r i t t e n  a s  
. .  
k  
L b j ' V j y n + l  =  h f n + l "  
j = O  
B y  d i r e c t  d i f f e r e n t i a t i n g  a n d  s u b s t i t u t i n g  s =  1 ,  t h e  c o e f f i c i e n t s  8 /  a r e  o b t a i n e d  a s  
{
0 ,  f o r  j  =  0  
s :  - 1  c .  .  .  
u  j  - - :  ,  1 0 f  J  ~ 
J  
T h e  m u l t i s t e p  m e t h o d s  t h e n  c a n  b e  w r i t t e n  a s  
k  
" " !  j  - h f  
L . . , .  .  \ 7  Y  n + l  - n + l  ·  
j = l  J  
5 0  
( 3 . 2 2 )  
T h e s e  m u l t i s t e p  f o r m u l a s  a r e  k n o w n  a s  b a c k w a r d  d i f f e r e n t i a t i o n  f o r m u l a e  ( B D F  
m e t h o d s ) .  S p e c i a l  c a s e s  o f B D F  c a n  b e  o b t a i n e d :  
k =  1  :  Y  n +  1  =  Y  n  +  h f n +  1  •  
k = 2 :  Y n + l  =  ( 4 / 3 ) Y n - ( l / 3 ) Y n - l  +  ( 2 / 3 ) h f n + l ·  
k = 3 :  Y n + l  =  ( 1 8 / 1 1 ) Y n - ( 9 / 1 1 ) Y n - l  +  ( 2 / 1 1 ) Y n - 2  +  ( 6 / 1 1 ) h f n + l ·  
k = 4 :  Y n + l  =  ( 4 8 / 2 5 ) Y n - ( 3 6 / 2 5 ) Y n - l  +  ( 1 6 / 2 5 ) Y n - 2 - ( 3 / 2 5 ) Y n - 3  +  ( 1 2 / 2 5 ) h f n + l ·  
k = 5 :  Y n + l  =  ( 3 0 0 / 1 3 7 ) Y n - ( 3 0 0 / 1 3 7 ) Y n - l  +  ( 2 0 0 / 1 3 7 ) Y n - 2 - ( 7 5 / 1 3 7 ) Y n - 3  +  
(  1 2 / 1 3  7 ) y  n - 4  +  (  6 0 / 1 3  7 ) h f n +  I ·  
k = 6 :  Y n + l  =  ( 3 6 0 / 1 4 7 ) Y n - ( 4 5 0 / 1 4 7 ) Y n - l  +  ( 4 0 0 / 1 4 7 ) Y n - 2  - ( 2 2 5 / 1 4 7 ) Y n - 3  +  
( 7 2 / 1 4 7 ) Y n - 4 - ( 1 0 / 1 4 7 ) Y n - 5  +  ( 6 0 / 1 4 7 ) h f n + l ·  
S i n c e  f i n d i n g  t h e  r o o t s  o f  t h e  p o l y n o m i a l  p ( r )  o f  B D F  m e t h o d s  ( 3 . 2 2 )  i s  n o t  
s i m p l e ,  D e f i n i t i o n  3 . 1  c a n  n o t  b e  u s e d  d i r e c t l y  t o  i n v e s t i g a t e  t h e  s t a b i l i t y  o f  B D F  
m e t h o d s .  B y  m a n i p u l a t i n g  p ( r ) ,  H a i r e r  a n d  W a n n e r  [ 5 6 ]  h a v e  s h o w n  t h a t  k - s t e p  B D F -
m e t h o d s  a r e  s t a b l e  o n l y  f o r  k  ~ 6 .  
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3 . 4  P r e d i c t o r - C o r r e c t o r  M e t h o d s  
W e  h a v e  s e e n  t h a t  t h e  i t e r a t i v e  p r o c e d u r e s  f o r  t h e  i m p l i c i t  m u l t i s t e p  m e t h o d s  
r e q u i r e  i n i t i a l  g u e s s  o f  t h e  s o l u t i o n  a t  e a c h  t i m e s t e p .  T h e  s i m p l e  w a y  t o  h a n d l e  t h i s  
p r o b l e m  i s  t o  u s e  a n  e x p l i c i t  m e t h o d  t o  s u p p l y  t h e  r e q u i r e d  i n f o r m a t i o n .  I n  t h i s  c a s e ,  t h e  
e x p l i c i t  m e t h o d  u s e d  t o  s u p p l y  t h e  i n f o r m a t i o n  i s  c a l l e d  a  p r e d i c t o r  a n d  t h e  i m p l i c i t  
m e t h o d  u s e d  t o  c o r r e c t  t h e  r e s u l t  i s  c a l l e d  a  c o r r e c t o r .  T h e  c o m b i n a t i o n  o f  b o t h  
p r e d i c t o r  a n d  c o r r e c t o r  i s  c a l l e d  a  p r e d i c t o r - c o r r e c t o r  ( P C )  m e t h o d .  T h e  p r e d i c t o r -
c o r r e c t o r  m e t h o d  c o n s i s t s  o f  t h r e e  p r o c e s s e s :  p r e d i c t i n g  ( P )  t h e  n e x t  v a l u e  u s i n g  t h e  
e x p l i c i t  m e t h o d ,  e v a l u a t i n g  ( E )  t h e  d e r i v a t i v e  b a s e d  o n  t h e  l a t e s t  v a l u e  o f  y ,  a n d  
c o r r e c t i n g  ( C )  t h e  r e s u l t  u s i n g  t h e  i m p l i c i t  m e t h o d .  N o r m a l l y ,  t h e  a l g o r i t h m  o f  t h e  
p r e d i c t o r - c o r r e c t o r  m e t h o d s  a r e  i n  t h e  f o r m  o f  P ( E C ) m  i f  t h e y  e n d  w i t h  a  c o r r e c t i o n  o r  
P ( E C t E  i f  t h e y  e n d  w i t h  a n  e v a l u a t i o n .  T h e  i m p o r t a n t  g u i d e l i n e s  [ 7 8 ]  t h a t  s h o u l d  b e  
f o l l o w e d  a r e :  
A  v o i d  c h o o s i n g  t h e  o r d e r  o f  p r e d i c t o r  g r e a t e r  t h a n  t h a t  o f  t h e  c o r r e c t o r ,  
b e c a u s e  t h e  l o c a l  t r u n c a t i o n  e r r o r  w i l l  s t i l l  f o l l o w  t h a t  o f  t h e  c o r r e c t o r  a n d  
- M a n a g e  t o  c h o o s e  t h e  o r d e r  o f  p r e d i c t o r  e q u a l  t o  t h e  o r d e r  o f  t h e  c o r r e c t o r ,  s o  
w e  c a n  a v o i d  u n n e c e s s a r y  c o m p u t a t i o n s .  
S u p p o s e  w e  u s e  a n  i m p l i c i t  l i n e a r  m u l t i s t e p  m e t h o d  t o  s o l v e  t h e  s t a n d a r d  i n i t i a l  
v a l u e  p r o b l e m y '  = f ( t , y ) .  A n  i m p l i c i t  l i n e a r  m u l t i s t e p  m e t h o d  c a n  b e  w r i t t e n  a s  
k - 1  k - 1  
Y n + k  +  L a j y n + j  =  h b J ( t n + k ' Y n + k ) + h L b / n + j  
( 3 . 2 3 )  
~0 ~0 
a n d  a  l i n e a r  m u l t i s t e p  p r e d i c t o r  a s  
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k - 1  k - 1  
Y n + k  +  La~yn+j =  hLb~fn+j. ( 3 . 2 4 )  
j = O  j = O  
W e  a r e  r e q u i r e d  t o  d e t e r m i n e  Y n + k  f r o m  t h e  f o r m u l a s .  S i n c e  w e  c a n n o t  s o l v e  Y n + k  
d i r e c t l y ,  w e  c a n  u s e  t h e  f o l l o w i n g  p r o c e d u r e  t o  c a l c u l a t e  Y n + k :  
P :  P r e d i c t  t h e  v a l u e  Y n + k ( O )  f o r  Y n + k  u s i n g  ( 3 . 2 4 ) .  
( 0 ) )  
E  : E v a l u a t e  f ( 1 n + k , Y n + k  ·  
C :  C o r r e c t  Y n + k ( O )  t o  o b t a i n  a  n e w  Y n + k ( l )  f o r  Y n + k  u s i n g  ( 3 . 2 3 ) .  
( 1 )  
E  : E v a l u a t e  f ( 1 n + k • Y n + k  ) .  
C :  C o r r e c t  Y n + k ( l )  t o  o b t a i n  a  n e w  Y n + k (
2
)  f o r  Y n + k  u s i n g  ( 3 . 2 1 )  
T h e  s e q u e n c e  o f  o p e r a t i o n s  P E C E C E  .  .  .  t o  d e t e r m i n e  t h e  v a l u e  o f  Y n + k  i s  g i v e n  a s  
( 0 )  ( 1 )  ( 2 )  
Y n + k  '  Y n + k  '  Y n + k  '  ·  ·  ·  
L a m b e r t  [ 7 8 ]  p r o p o s e d  a  s i n g l e  m o d e  P ( E C t E
1
- t  i n s t e a d  o f  
t w o  m o d e s  P ( E C t E  o r  P ( E C ) m  a s  f o l l o w s :  
P ( E C ) m E
1
- t :  
k - 1  k - 1  
P :  [ O J  +"a~ [ m ]  =  h  "b•f[m~t] 
Y n + k  L .  J Y n + J  L .  J  n + J  
j = O  j = O  
[ v ]  [ v ]  
f n + k  =  f ( t n + k , Y n + k )  
l  
I  
( E C t :  ~ v  =  0 , 1 ,  . . .  , m - 1  
k - 1  .  k - 1  1  
[ v +
1
]  + " a .  [ m ]  =  h b  f [ v ]  +  h  "b.f[m~t]J 
Y n + k  L .  J Y n + J  k  n + k  L .  J  n + J  
j = O  j = O  
E ( l - t ) .  f [ m ]  =  f i ( t  Y [ m ]  )  i f t  =  0  
·  n + k  n + k '  n + k  '  
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w h e r e  t  =  0  o r  1 .  H e  a l s o  h a s  s h o w n  t h a t  i f  p  a n d  p *  a r e  t h e  o r d e r  o f  c o r r e c t o r  a n d  
p r e d i c t o r  r e s p e c t i v e l y ,  t h e n  
1 .  i f  p*~p ( o r  i f  p *  <  p  a n d  m  >  p - p * ) ,  t h e  P C  m e t h o d  a n d  t h e  c o r r e c t o r  h a v e  t h e  
s a m e  o r d e r  a n d  t h e  s a m e  p r i n c i p a l  l o c a l  t r u n c a t i o n  e r r o r ,  
2 .  i f  p * < p  a n d  m  =  p - p * ,  t h e  P C  m e t h o d  a n d  t h e  c o r r e c t o r  h a v e  t h e  s a m e  o r d e r  
b u t  d i f f e r e n t  p r i n c i p a l  l o c a l  t r u n c a t i o n  e r r o r ,  a n d  
3 .  i f p *  <  p  a n d  m~p-p*-1, t h e  o r d e r  o f  t h e  P C  m e t h o d  i s  p * + m  ( < p ) .  
B a s e d  o n  L a m b e r t  [ 7 8 ] ,  m o s t  o f  m o d e m  p r e d i c t o r - c o r r e c t o r  c o d e s  f o r  n o n - s t i f f  
p r o b l e m s  u s e  A d a m s - M o u l t o n  m e t h o d s  a s  c o r r e c t o r s  a n d  A d a m s - B a s h f o r t h  m e t h o d s  a s  
p r e d i c t o r s .  T h e s e  m e t h o d s  a r e  s o m e t i m e s  c a l l e d  A B M  m e t h o d s .  C o n s i d e r i n g  t h e  
p r i n c i p a l  l o c a l  t r u n c a t i o n  e r r o r  g i v e n  a b o v e ,  i t  i s  i m p o r t a n t  t h e n  t o  c h o o s e  t h e  p r e d i c t o r s  
a n d  c o r r e c t o r s  w i t h  t h e  s a m e  o r d e r .  T o  s a t i s f y  t h i s  c o n d i t i o n ,  t h e  A B M  m e t h o d s  s h o u l d  
b e :  
k · l  
Y n + l  = Y n  + h L y . j ' V j f n  ,  p * = k .  
j = O  
k - 1  
Y  n + l  =  Y  n  +  h L y  j  ' V j f n + l  '  P  =  k  
j = O  
3 . 5  E x t r a p o l a t i o n  M e t h o d s  f o r  S o l v i n g  O D E s  
T h e  m e a n i n g  o f  e x t r a p o l a t i o n  i n  t h e  s e n s e  o f  i n t e g r a t i o n  m e t h o d s  i s  t h e  p r o c e s s  o f  
d e r i v i n g  a n  i m p r o v e d  e s t i m a t e  f o r  t h e  v a l u e  o f  a  d e f i n i t e  i n t e g r a l  b a s e d  o n  t w o  o r  m o r e  
a p p l i c a t i o n s  o f  a  f o r m u l a  u s i n g  d i f f e r e n t  s t e p s i z e s  o f  i n t e g r a t i o n .  T h e  f o l l o w i n g  e x a m p l e  
. . . l  
i s  a n  i l l u s t r a t i o n  o f  t h e  m e a n i n g  o f  e x t r a p o l a t i o n .  A s s u m e  Y n ( h )  i s  t h e  a p p r o x i m a t e  
s o l u t i o n  o f  y  '  =  f ( t , y )  w h i c h  i s  i n t e g r a t e d  u s i n g  s t e p s i z e  h ,  t h e n  Y n  c a n  b e  w r i t t e n  a s  
Y n ( h )  =  y ( t n )  +  h P  E ( t n )  +  O ( h p +
1
) ,  w h e r e  y ( t n )  i s  t h e  t r u e  s o l u t i o n ,  E ( t )  i s  c a l l e d  t h e  
m a g n i f i e d  e r r o r  f u n c t i o n .  W e  w o u l d  l i k e  t o  m a n i p u l a t e  h  s o  t h a t  w e  h a v e  a  m o r e  a c c u r a t e  
e s t i m a t e  t o  t h e  t r u e  v a l u e  o f y ( t n ) .  L e t  u s  t a k e  a  n e w  s t e p s i z e  A h  ( 0  < A  < 1 ) ,  a n d  a p p l y  t o  
t h e  f o r m u l a  o f y
0
•  T h e n ,  w e  h a v e  Y n ( A h )  =  y ( t n )  +  ( A h ) P  E ( t n )  +  O ( h p +
1
) ,  B y  m u l t i p l y i n g  
Y n ( h )  w i t h  - A P  a n d  t h e n  a d d i n g  t o  Y n ( A h ) ,  w e  h a v e  
Y n ( A h ) - A P Y n ( h )  =  ( 1  - A p )  Y ( 1 o )  +  O ( h p + l ) ,  
a n d  a l s o  
Y n ( A h )  +  [ Y
0
( A h ) - Y n ( h ) ] / [ ( 1 / A ) P - 1 ]  =  y ( t n )  +  O ( h p +
1
) .  
I f w e  c h o o s e  Y n ( A h )  +  [ y
0
( A h ) - Y n ( h ) ] / [ ( 1 / A ) P - 1 ]  a s  t h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e  o f y ( t n ) ,  t h e  
e r r o r  b e c o m e s  s m a l l e r .  T h i s  a p p r o x i m a t e  v a l u e  i s  c a l l e d  e x t r a p o l a t i o n  o r ,  s o m e t i m e s  
R i c h a r d s o n ' s  e x t r a p o l a t i o n .  A s s u m e  t h a t  a  c e r t a i n  n u m e r i c a l  f o r m u l a  h a s  a  t r u r J c a t i o n  
e r r o r  p r o p o r t i o n a l  t o  h
3
.  S u p p o s e  a  c o m p u t a t i o n  o f  t h i s  f o r m u l a  w i t h  h  =  0 . 1 0  g i v e s  a n  
o u t p u t  4 . 5 8 0 0  a n d  w i t h  h  =  0 . 0 5  g i v e s  a n  o u t p u t  4 . 4 3 5 0 .  W h a t  i s  t h e  b e s t  a p p r o x i m a t i o n  
t o  t h e  t r u e  v a l u e  b a s e d  u p o n  t h i s  i n f o r m a t i o n ?  I n  t h i s  p r o b l e m  A =  1 / 5  a n d  p  =  3 .  U s i n g  
t h e  f o r m u l a  g i v e n  a b o v e ,  t h e  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  i s  
y ( 0 . 0 5 )  +  [ y ( 0 . 0 5 ) - y ( 0 . 1 0 ) ] / [ ( 1 / 5 )
3
- 1 ]  =  4 . 4 3 5 0  +  [ 4 . 4 3 5 0 - 4 . 5 8 0 0 ] / [ 1 2 4 ]  
=  4 . 4 2 8 8 .  
I n  m o s t  o f  i m p l e m e n t a t i o n ,  u s u a l l y  t h e  f a c t o r  A  i s  c h o s e n  1 / 2 ,  s o  t h e  R i c h a r d s o n ' s  
e x t r a p o l a t i o n  a t  p o i n t  t o  i s  
5 5  
h  
(
h )  Y  n ( - ) - Y  n ( h )  
y ( t  )  =  y  - +  
2  
+  O ( h P +
1
)  
n  n  2  2 P  - 1  
( 3 . 2 5 )  
W e  h a v e  s e e n  t h a t  t h e  e x t r a p o l a t i o n  d e p e n d s  o n  t h e  t i m e  s t e p  h .  T h i s  p r o c e d u r e  c a n  b e  
d o n e  r e p e a t e d l y  u n t i l  h  ~ 0  s o  t h a t  t h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e  t e n d s  t o  t h e  e x a c t  s o l u t i o n .  
D e u f l h a r d  [ 3 2 , 3 3 ]  h a s  s h o w n  s o m e  e x t r a p o l a t i o n  m e t h o d s  i n c l u d i n g  c o n t r o l  o r d e r  a n d  
s t e p  s i z e .  
L e t  y ( t )  b e  t h e  t r u e  s o l u t i o n  o f  y  '  =  f ( t , y ) ,  y ( t
0
)  =  y
0
,  a n d  y ( t , h )  b e  a n  
a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  s a t i s f i e d  b y  c h o o s i n g  t h e  s t e p s i z e  h  t o  t h e  a p p r o p r i a t e  n u m e r i c a l  
m e t h o d .  A s s u m e  y ( t , h )  c a n  b e  w r i t t e n  a s  a n  a s y m p t o t i c  e r r o r  e x p a n s i o n  i n  p o w e r s  o f h ,  
r  r  r  r  r  
y ( t , h )  =  y ( t )  +  a
1
h  
1  
+ a
2
h  
2  
+  a
3
h  3  +  . . .  + a m h  m  +  a m + l h  m +  
1  
+  . . .  
w h e r e  0  <  r
1  
<  r
2  
<  . . .  <  r m ,  a~> a
2
,  a
3
,  . . .  a r e  i n d e p e n d e n t  o f  h  a n d  d e t e r m i n e d  b y  
e v a l u a t i n g  y ( t , h )  o v e r  s t e p s i z e  h i >  i = O ,  1 ,  2 ,  .  .  .  O n e  a p p r o a c h  c a n  b e  o b t a i n e d  b y  t a k i n g  
r i  =  i r  a n d  t h e  s t e p s i z e  s e q u e n c e  h i  s u c h  t h a t  h o  >  h
1  
>  h
2  
> .  .  .  S u b s t i t u t i n g  v a l u e s  r i ,  w e  
.  
h a v e  
y ( t , h )  =  y ( t ) + a l h r  + a 2 h 2 r  + a 3 h 3 r  +  . . .  + a m h m r  +  . . .  
I f  t h e  s u p e r s c r i p t  k  i s  r e l a t e d  t o  t h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e  w i t h  s t e p s i z e  h k  a n d  t h e  s u b s c r i p t  
m  i s  r e l a t e d  t o  t h e  n u m b e r  o f  t i m e s  t h e  l i n e a r  c o m b i n a t i o n  h a s  b e e n  a p p l i e d  t o  e l i m i n a t e  
a~> a
2
,  . . .  ,  ~' a n d  Y  m  ( k )  i s  d e f i n e d  a s  
h r  y ( k + l )  _  h r  y ( k )  
y ( k )  =  k  m - 1  k + m  m - 1  
m  h~-hk+m 
( 3 . 2 6 )  
t h e n  w e  w i l l  h a v e  
y : : >  =  y(t)+(-l)mh~h~+lh~+
2 
. . .  h~+m(am+l +O(h~)). 
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F o r m  ~ o o ,  Y  m ( k )  w i l l  c l o s e  t o  y ( t ) .  T h e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h i s  e x t r a p o l a t i o n  m e t h o d  i s  
s h o w n  i n  T a b l e  3 . 2 .  T h e  T a b l e  i s  e x p r e s s e d  i n  a  g r a p h i c a l  t a b l e  a s  
y  ( k )  
m - 1  
~ 
y  ( k + l )  
m - 1  
Y o  t u ,  =  y ( t , h o )  
Y o t ' '  =  y ( t , h i )  
y~ = y ( t , h 2 )  
Y o t J J  =  y ( t , h J )  
Y o t 4 J  =  y ( t , h 4 )  
y  ( k )  
m  
T A B L E 3 . 2  
T a b l e  o f  E x t r a p o l a t i o n  
y
1
t U J  
ylt~J 
y
2
l U J  
y
1
t L J  
Y t J  
y
3
t U J  
Y t J  
y 2 t . l )  y 3 t 1 J  
E q u a t i o n  ( 3 . 2 6 )  c a n  b e  w r i t t e n  a s  
y
4
l V J  
y ( k )  =  y ( k + l )  h~+m (Y~~/) - h k r  y ( k )  )  
m  m - 1  +  + m  m  1  
h r  - h r  
k  k + m  
F o r  h = h o : A }  w i t h  0  < A . <  1 ,  w e  h a v e  
( 3 . 2 7 )  
y ( k )  =  y ( k + l )  b m r  ( Y ( k + l )  - y ( k )  )  
m  m - 1  +  m - l  m  I  
1 - b m r  
F o r  b =  1 / 2 ,  w e  h a v e  
y < k + 1 )  - y ( k )  
y ( k + 1 )  +  m - 1  m - 1  i f r  =  2  
m - 1  
2
m  _
1  
'  
y ( k ) -
m  -
y ( k + 1 )  y ( k +
1
)  - y ( k )  
m - 1  +  m -
1  
m - 1  
4 m  - 1  '  i f r  
4  
E q u a t i o n  ( 3  . 2 8 )  i s  s o m e t i m e s  c a l l e d  R o m b e r g  i n t e g r a t i o n .  
5 7  
( 3 . 2 8 )  
L e t  u s  t a k e  a n  e x a m p l e  y  '  =  - y ,  y ( O )  =  1 .  W e  w i l l  i n t e r p o l a t e  t h i s  p r o b l e m  u n t i l  
t  =  1  u s i n g  E u l e r  e x t r a p o l a t i o n  w i t h  r  =  2  a n d  t h e  n u m b e r  o f  p o i n t s  i n  t h e  i n t e r v a l  c h o s e n  
t o  b e  m  =  1 0 .  A f t e r  t h a t  w e  a p p r o x i m a t e  t h e  p r o b l e m  u s i n g  E u l e r  e x t r a p o l a t i o n  w i t h  
m  =  5 ,  E u l e r  m e t h o d  a n d  A B M  m e t h o d  o f  o r d e r  4  w i t h  h  =  0 . 2 5 ,  a n d  i n t e g r a t e  u n t i l  
t  =  2 . 5 .  F o r  t h e  f i r s t  E u l e r  e x t r a p o l a t i o n ,  w e  c h o o s e  h i =  ( 1 - 0 ) * 2 - i ,  i = 0 , 1 ,  . . .  , 9 .  U s i n g  
E u l e r  m e t h o d ,  w e  h a v e  a  r e l a t i o n  Y n + l  =  Y n  +  h f ( t n , y n )  =  ( 1 - h ) Y n ·  S u b s t i t u t i n g  y
0
,  w e  h a v e  
a  r e l a t i o n  y  n  =  (  1 - h ) n .  T o  r e d u c e  t h e  u s e  o f  s t o r a g e ,  w e  c a n  u s e  v a r i a b l e  y  w i t h  d i m e n s i o n  
a s  m u c h  a s  m .  A  p r o c e d u r e  o f  t h e  R o m b e r g  e x t r a p o l a t i o n  i s  r e p r e s e n t e d  a s :  
Y  
- y  ( 0 )  
o - o  
Y  
- y  ( I )  
1 - 0  
Y  
- y  ( 2 )  
2 - o  
Y 1 =  Y 1  +  [ y i - Y o ] / [ 2
1
- 1 ]  
Y 2 =  Y 2  +  [ y z - y J l / [ 2
1
- 1 ]  
Y 2 =  Y 2  +  [ y z - y J l / [ i - 1 ]  
Y ( m - I ) = Y o  ( m - l )  Y ( m - 1 )  =  Y ( m - I ) + [ Y ( m - l r Y < m - 2 ) ] / [ 2
1
- 1 ]  Y ( m - 1 )  =  Y ( m - 1 )  +  [ Y ( m - l r Y < m - 2 ) ] / [ 2
2  
- 1 ]  
, 1  
: j  
A n  a l g o r i t h m  o f  R o m b e r g  i n t e g r a t i o n  u s i n g  E u l e r  m e t h o d  i s  g i v e n  a s :  
1 .  h
0  
=  ( b - a )  I *  a  a n d  b a r e  s t a r t i n g  a n d  f i n a l  t i m e s  r e s p e c t i v e l y  * I  
2 .  C o m p u t e  y ( i ) ,  i  =  0 ,  1 ,  2 ,  . . .  , m - 1  
f o r  i  =  0  t o  m - 1  d o  
e n d  d o  
h  =  h o * 2 - i  
n = 2 i  
y ( i )  =  ( 1 - h ) n  I *  W i t h  s t e p s i z e  h ,  y ( l )  i s  a c h i e v e d  a f t e r  
n = 2 i  s t e p s  * I  
3 .  E x t r a p o l a t e  t h e  v a l u e s  
f o r  i  =  1  t o  m - 2  d o  
k = m - 1  
e n d  d o  
f o r  j = i +  1  t o  m - 1  d o  
e n d  d o  
y ( k )  =  y ( k )  +  [ y ( k ) - y ( k - 1 ) ] 1 [ 2 i - 1 ]  
k  = k - 1  
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T h e  c o m p u t a t i o n  t a b l e  o f  t h e  a l g o r i t h m  f o r  R o m b e r g  i n t e g r a t i o n  u s i n g  E u l e r  m e t h o d  
g i v e n  a b o v e  f o r  t h e  c a s e  o f y '  =  - y ,  y ( O )  =  1  i s  g i v e n  i n  T a b l e  3 . 3 .  
T h e  t a b l e  i s  d e r i v e d  a s  f o l l o w s :  L e t  u s  t a k e  m  =  4  a n d  i  = 5 .  
y  ( i )  =  y  ( i )  +  [ Y  ( i )  _  y  ( i - 1 ) ]  I  [ 2 m - 1 ]  
m  m - 1  m - 1  m - 1  
= Y /
5
>  +  [ Y
3
<
5
> - Y
3
<
4
> ]  I  [ 2
4
- 1 ]  
5 9  
=  0 . 3 6 7 8 8 1 1 2 2 8  +  [ 0 . 3 6 7 8 8 1 1 2 2 8 - 0 . 3 6 7 9 2 0 5 9 8 ] / 1 5  =  0 . 3 6 7 8 7 8 6 0 3 .  
T A B L E 3 . 3  
R o m b e r g  R e p r e s e n t a t i o n  o f y '  =  - y ,  y ( 0 ) = 1  
1  h  m  
Y i , m = O  
Y b  m = 1  Y b  m = 2  
Y i , m = 3  
0  
h o 2 v  
2 v  
0 . 0  
1  
h o 2 - '  
2 '  
0 . 2 5  
0 . 5 0 0 0 0 0 0 0 0  
2  
h
0
T ' '  2 "  
0 . 3 1 6 4 0 6 2 5 0  
0 . 3 8 2 8 1 2 5 0 0  0 . 3 4 3 7 5 0 0 0 0  
3  
h
0
T '  
2 j  
0 . 3 4 3 6 0 8 9 1 6  0 . 3 7 0 8 1 1 5 8 2  0 . 3 6 6 8 1 1 2 7 5  
0 . 3 7 0 1 0 5 7 4 3  
4  
h o 2 _ . .  
2 ' +  
0 . 3 5 6 0 7 4 1 3 0  
0 . 3 6 8 5 3 9 3 4 5  0 . 3 6 7 7 8 1 9 3 3  
0 . 3 6 7 9 2 0 5 9 8  
5  
h
0
T ' '  
2 "  
0 . 3 6 2 0 5 5 2 8 9  
0 . 3 6 8 0 3 6 4 4 8  
0 . 3 6 7 8 6 8 8 1 6  0 . 3 6 7 8 8 1 2 2 8  
6  
h o T o  
2 0  
0 . 3 6 4 9 8 6 5 2 4  
0 . 3 6 7 9 1 7 7 5 9  
0 . 3 6 7 8 7 8 1 9 6  0 . 3 6 7 8 7 9 5 3 6  
7  
h o T  
2 '  
0 . 3 6 6 4 3 7 7 1 6  
0 . 3 6 7 8 8 8 9 0 8  0 . 3 6 7 8 7 9 2 9 0  
0 . 3 6 7 8 7 9 4 4 7  
8  
h o 2 - l l  
2 1 : 1  
0 . 3 6 7 1 5 9 7 5 5  0 . 3 6 7 8 8 1 7 9 4  
0 . 3 6 7 8 7 9 4 2 3  0 . 3 6 7 8 7 9 4 4 2  
9  
ho2-~ 
2~ 
0 . 3 6 7 5 1 9 8 9 1  0 . 3 6 7 8 8 0 0 2 8  0 . 3 6 7 8 7 9 4 3 9  0 . 3 6 7 8 7 9 4 4 1  
I  
Y b  m = 4  
.  [ _  Y i >  m = 5  
I  
y ·  m = 6  
I '  
I  
Y ·  m = 7  
I '  
6 0  
0 . 3 6 7 7 7 4 9 2 2  
0 . 3 6 7 8 7 8 6 0 3  0 . 3 6 7 8 8 1 9 4 7  
0 . 3 6 7 8 7 9 4 2 4  
0 . 3 6 7 8 7 9 4 4 1  0 . 3 6 7 8 7 9 4 1 0  
0 . 3 6 7 8 7 9 4 4 1  
0 . 3 6 7 8 7 9 4 4 1  0 . 3 6 7 8 7 9 4 4 1  0 . 3 6 7 8 7 9 4 4 1  
0 . 3 6 7 8 7 9 4 4 1  
0 . 3 6 7 8 7 9 4 4 1  0 . 3 6 7 8 7 9 4 4 1  
0 . 3 6 7 8 7 9 4 4 1  
0 . 3 6 7 8 7 9 4 4 1  0 . 3 6 7 8 7 9 4 4 1  
0 . 3 6 7 8 7 9 4 4 1  0 . 3 6 7 8 7 9 4 4 1  
F o r  t h e  s e c o n d  c o m p u t a t i o n  o f  E u l e r  e x t r a p o l a t i o n ,  w e  c h o o s e  m  =  5 ,  w i t h  
s t e p s i z e  f o r  a l l  m e t h o d s  h  =  0 . 2 5 .  T h e  c o m p u t a t i o n  r e s u l t s  i s  g i v e n  i n  T a b l e  3 . 4 .  I t  c a n  
b e  s h o w n  t h a t  w e  c a n  a l w a y s  c o n t r o l  t h e  a c c u r a c y  o f  r e s u l t s  p r o d u c e d  b y  e x t r a p o l a t i o n  
m e t h o d s ,  j u s t  b y  c o n t r o l l i n g  t h e  s t e p s i z e s  o v e r  t h e  e n t i r e  r a n g e  o f  c o m p u t a t i o n s .  
G r a p h i c a l  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e s e  c o m p u t a t i o n s  c o m p a r e d  t o  t h o s e  r e s u l t e d  b y  E u l e r  
m e t h o d  a n d  A d a m s  m e t h o d  o f  o r d e r  4  a r e  s h o w n  i n  F i g u r e  3 . 2 .  T h e  e r r o r  v s  t i m e t  o f  
t h i s  e x t r a p o l a t i o n  m e t h o d  t e n d s  t o  b e  a c c u m u l a t e d  a s  s h o w n  i n  F i g u r e  3  . 2 .  
t  
0 . 0  
0 . 2 5  
T A B L E 3 . 4  
T h e  C o m p u t a t i o n  R e s u l t s  o f y '  =  - y ,  y ( 0 ) = 1  
U s i n g  E x t r a p o l a t i o n ,  E u l e r ,  a n d  A B M - 4  M e t h o d s  
E x a c t  E x t r a p o l a t i o n  
E u l e r  A B M - 4  
1 .  0 0 0 0 0 0 0 0 0  
1 .  0 0 0 0 0 0 0 0 0  
1 .  0 0 0 0 0 0 0 0 0  1 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0  
0 . 7 7 8 8 0 0 7 8 3  
0 . 7 7 8 8 0 0 7 4 7  0 . 7 5 0 0 0 0 0 0 0  0 .  7 7 8 8 0 8 5 9 4  
l _  
0 . 5 0  
0 . 7 5  
1 . 0 0  
1 . 2 5  
1 . 5 0  
1 . 7 5  
2 . 0 0  
2 . 2 5  
2 . 5 0  
r n  
· x  
1 . 0 0  
c o  0 . 5 0  
> .  
0 . 2 5  
0 . 6 0 6 5 3 0 6 6 0  
0 . 6 0 6 5 2 8 6 2 0  
0 . 4 7 2 3 6 6 5 5 3  
0 . 4 7 2 3 4 5 7 5 6  
0 . 3 6 7 8 7 9 4 4 1  
0 . 3 6 7 7 7 4 9 2 2  
0 . 2 8 6 5 0 4 7 9 7  
0 . 2 8 6 1 4 8 4 0 4  
0 . 2 2 3 1 3 0 1 6 0  0 . 2 2 2 1 7 9 6 6 0  
0 . 1 7 3  7 7 3 9 4 3  0 . 1 7 1 6 3 5 0 7 7  
0 . 1 3 5 3 3 5 2 8 3  0 . 1 3 1 0 8 6 6 6 2  
0 . 1 0 5 3 9 9 2 2 5  0 . 0 9 7 7 2 9 5 3 4  
0 . 0 8 2 0 8 4 9 9 9  0 . 0 6 9 2 5 0 7 0 2  
E x a c t  
E x t r a p o l a t i o n  
E u l e r  
. .  A B M - 4  
0 . 0 6  
0 . 0 5  -
0 . 5 6 2 5 0 0 0 0 0  
0 . 4 2 1 8 7 5 0 0 0  
0 . 3 1 6 4 0 6 2 5 0  
0 . 2 3 7 3 0 4 6 8 8  
0 . 1 7 7 9 7 8 5 1 6  
0 . 1 3 3 4 8 3 8 8 7  
0 . 1 0 0 1 1 2 9 1 5  
0 . 0 7 5 0 8 4 6 8 6  
0 . 0 5 6 3 1 3 5 1 5  
0 . 6 0 6 5 4 2 8 2 6  
0 . 4 7 2 3 8 0 7 6 5  
0 . 3 8 5 5 3 2 3 2 3  
0 . 2 9 9 9 2 0 0 1 1  
0 . 2 3 3 2 2 2 8 9 5  
0 . 1 8 1 8 3 6 8 8 8  
0 . 1 4 1 6 0 1 4 5 6  
0 . 1 1 0 2 6 1 8 9 8  
0 . 0 8 5 8 6 7 1 7 9  
E x t r a p o l a t i o n  
E u l e r  
A B M - 4  
/~ 
.  ~ 
0 . 0 4  , _  I  " ' " '  
e  0 . 0 3 · - ~-
w  r  
0 . 0 2  
0 . 0 1  
/  
0 . 0 0 - - - - - - - - - - - - - - - -
•  •  •  •  
0 . 5  c~~~~ 
1 . 0  -
0~ ~5 1~ 1~ 2~ 2~ 
1 . 5  2  
. O  2 . 5  
t a x i s  
t a x i s  
F i g u r e  3 . 2  C o m p u t a t i o n  R e s u l t s  o f y '  =  - y ,  y ( 0 ) = 1  U s i n g  
E x t r a p o l a t i o n ,  E u l e r ,  a n d  A B M - 4  M e t h o d s  
6 1  
. . L  
C H A P T E R  I V  
S T I F F  O R D I N A R Y  D I F F E R E N T I A L  E Q U A T I O N  
D e a l i n g  w i t h  s y s t e m  o f  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  w i l l  s o m e t i m e s  l e a d  u s  i n t o  
s t i f f n e s s  p r o b l e m .  T h i s  p o s s i b i l i t y  o c c u r s  e s p e c i a l l y  w h e n  t h e  s o l u t i o n  c o n t a i n s  a  f a s t  
m o d e  w h i c h  d e c r e a s e s  v e r y  f a s t  i n  r e s p o n s e  t o  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  o r  a  c h a n g i n g  i n p u t  a n d  
a  s l o w  m o d e  w h i c h  n e e d s  l o n g e r  c o m p u t i n g  t i m e  f o r  i t s  t r a n s i e n t  t o  d e c a y .  T h i s  s i t u a t i o n  
c o m m o n l y  o c c u r s  w h e n  s t a n d a r d  n u m e r i c a l  m e t h o d s  a r e  i m p l e m e n t e d  t o  f i n d  t h e  
a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n s  o f  a  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  h a v i n g  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  c o n t a i n i n g  a  
t e r m  o f  t h e  f o r m  e " \  w h e r e  A  i s  a  c o m p l e x  n u m b e r  w i t h  n e g a t i v e  r e a l  p a r t .  A s  
m e n t i o n e d  b e f o r e ,  t h i s  t e r m  w i l l  t e n d  t o  z e r o  w h e n  t  i n c r e a s e s  t o  i n f i n i t y ,  b u t  
u n f o r t u n a t e l y  i t s  a p p r o x i m a t i o n  g e n e r a l l y  w i l l  n o t  a l w a y s  h a v e  t h e  s a m e  p r o p e r t y ,  e x c e p t  
w h e n  t h e  s t e p s i z e  i s  c h o s e n  s u c h  t h a t  t h e  m e t h o d  u s e d  i s  s t i l l  s t a b l e .  T h e  p r o b l e m  w i l l  
b e c o m e  s e r i o u s  w h e n  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  h a s  a  s t e a d y - s t a t e  t e r m  t h a t  d o e s  n o t  g r o w  
s i g n i f i c a n t l y  w i t h  t ,  a n d  a  t r a n s i e n t  t e r m  t h a t  d e c a y s  f a s t  t o  z e r o .  I n  t h i s  c a s e ,  t h e  
n u m e r i c a l  m e t h o d s  c a n  a p p r o x i m a t e  t h e  s t e a d y  s t a t e  s o l u t i o n ,  b u t  t h e y  n e e d  a t t e n t i o n  
w h e n  t h e y  a r e  a p p l i e d  t o  a p p r o x i m a t e  t h e  d e c a y i n g  t r a n s i e n t  t e r m  t h a t  c a n  d o m i n a t e  t h e  
c o m p u t a t i o n ,  a n d  c a n  p r o d u c e  i n c o r r e c t  r e s u l t s .  A  s t a n d a r d  n u m e r i c a l  m e t h o d  c a n  b e  
u s e d  t o  s o l v e  s t i f f  p r o b l e m s ,  b u t  t h e  c o s t  w i l l  b e  v e r y  h i g h  s i n c e  w e  h a v e  t o  m a i n t a i n  a n  
6 2  
6 3  
e x t r e m e l y  s m a l l  s t e p s i z e  f o r  t h e  e n t i r e  o f  i n t e g r a t i o n  [ 1 3 , 1 0 5 ] .  T h e  t w o  f o l l o w i n g  
p r o b l e m s  w i l l  h e l p  u s  t o  u n d e r s t a n d  t h e  s t i f f n e s s  c o n c e p t s  i n  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s .  
P r o b l e m s  4 . 1 :  
C o n s i d e r  t h e  f o l l o w i n g  s e t  o f  e q u a t i o n s  
(
y ; J  (  0  1  ) ( y ' )  ( y , ( O ) )  (  1 )  
y~ =  - 1 0 0  - 1 0 1  y
2  
'  Y
2
( 0 )  =  - 1  
D i s c u s s i o n :  
T h e  e i g e n v a l u e s  o f  t h e  m a t r i x  
A =  (-~00 - 1
1
0 1 )  
a r e  A  =  - 1  a n d  A =  - 1 0 0 .  T h e s e  e i g e n v a l u e s  a n d  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  g i v e  s o l u t i o n  
(
y
1
( t ) )  (  e -
1  
J  
y 2 ( t )  - - e - 1  
F r o m  t h i s  e x a c t  s o l u t i o n ,  w e  c a n n o t  s e e  a n y  p r o b l e m  a t  a l l ,  b u t  w h e n  t h e  p r o b l e m  i s  
s o l v e d  n u m e r i c a l l y ,  t h e  u n s t a b l e  c o m p u t a t i o n  a r i s e s  u n l e s s  a  s m a l l  s t e p s i z e  i s  u s e d .  T h e  
c o r r e s p o n d i n g  s o l u t i o n  r e s u l t i n g  f r o m  t h e  e i g e n v a l u e s  a r e  e - t  a n d  e - I o o t  a s  s h o w n  i n  F i g u r e  
4 . 1 .  T h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n  h a s  t h r o w n  t h e  e - I O O t  t e r m  o u t  f r o m  t h e  e x a c t  s o l u t i o n .  B y  
c o n s i d e r i n g  t h e  e i g e n v a l u e s ,  w e  k n o w  t h a t  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  c o n t a i n  b o t h  f a s t  a n d  
1  
I  h
.  - l O O t  d  f :  h " l  - t  d  
s  o w  c o m p o n e n t s .  n  t  I S  c a s e ,  e  e c a y s  a s t  t o  z e r o ,  w  1  e  e  e c r e a s e s  t o  z e r o  v e r y  
s l o w l y .  T o  m a i n t a i n  t h e  s t a b i l i t y  o f  a  s i m p l e  E u l e r  m e t h o d ,  t h e  s t e p s i z e  s h o u l d  b e  
c h o s e n  s u c h  t h a t  1 1  + A m i n h l  ~ 1 .  T h e r e f o r e ,  t h e  s t e p s i z e  o f  t h e  c o m p u t a t i o n  s h o u l d  b e  
m a i n t a i n e d  w i t h i n  t h e  i n t e r v a l l 1 - 1  O O h l  ~ 1  o r  0  ~ h  ~ 2 / 1 0 0  =  0 . 0 2 0  .  
•  
6 4  
1  
"  
l  
I  
1  
~ 
I  
i  
I  
t J )  
I  \  
~ 
'  
e · t  
> -
~ 
'  
\  
\  
\  
\  
9
- 1 o o t  
'  
0  
0  
2  
t A x i s  
F i g u r e  4 . 1  G r a p h i c a l  S o l u t i o n s  o f  e - t  a n d  e - I o o t  
P r o b l e m  4 . 2 :  
C o n s i d e r  t h e  f o l l o w i n g  s e t  o f  e q u a t i o n s  
(
y · ; )  =  (  1  2  ) ( Y
1
)  ,  ( y
1
( 0 ) )  =  (  1 )  
y
2  
- 4  - 5  y
2  
y
2
( 0 )  - 1  
D i s c u s s i o n :  
T h e  e i g e n v a l u e s  o f  t h e  m a t r i x  
A~(~ : 5 )  
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a r e  A =  - 1  a n d  A =  - 3 .  T h e  c o r r e s p o n d i n g  s o l u t i o n s  r e s u l t i n g  f r o m  t h e  e i g e n v a l u e s  a r e  e - t  
a n d  e - J t  r e s p e c t i v e l y .  T h e s e  e i g e n v a l u e s  a n d  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  g i v e  s o l u t i o n  
(
y
1  
( t ) )  (  e -
1  
)  
y 2 ( t )  - - e - 1  
U s i n g  E u l e r  m e t h o d ,  t h e  a b s o l u t e  s t a b i l i t y  c a n  b e  m a i n t a i n e d  i f  1 1  +  A m i n h l  ~ 1 .  T h u s ,  t h e  
s t e p s i z e  o f  c o m p u t a t i o n  s h o u l d  b e  m a i n t a i n e d  i n  t h e  i n t e r v a l l 1 - 3 h l  ~ 1  o r  0  ~ h  ~ 2 / 3 .  
B o t h  p r o b l e m s  h a v e  t h e  s a m e  e x a c t  s o l u t i o n s ,  b u t  t h e y  b e h a v e  v e r y  d i f f e r e n t l y  
w h e n  t h e y  a r e  s o l v e d  n u m e r i c a l l y .  I n  t h i s  c a s e ,  w e  n e e d  t o  a p p l y  d i f f e r e n t  s t e p s i z e s  t o  
c o m p u t e  t h e  t w o  p r o b l e m s  u s i n g  E u l e r  m e t h o d .  T h e  c o s t  o f  P r o b l e m  4 . 1  i s  f a r  m o r e  t h a n  
t h a t  o f  P r o b l e m  4 . 2  w h e n  t h e y  a r e  s o l v e d  n u m e r i c a l l y .  T h e  c o s t  f o r  i n t e g r a t i n g  P r o b l e m  
4 . 1  f r o m  t
0  
=  0  t o  t r  =  5 0 . 0  i s  a t  l e a s t  2 5 0 0  s t e p s  ( f o r  h  =  0 . 0 2 ) ,  w h i l e  t h e  c o s t  f o r  
i n t e g r a t i n g  P r o b l e m  4 . 2  f r o m  t
0  
=  0  t o  t r  =  5 0 . 0  i s  a t  l e a s t  7 5  s t e p s  ( f o r  h = 2 / 3 ) .  T h e  
p h e n o m e n o n  i l l u s t r a t e d  i n  t h e s e  t w o  p r o b l e m s  i s  k n o w n  a s  s t i f f n e s s .  P r o b l e m  4 . 1  i s  s t i f f ,  
w h i l e  P r o b l e m  4 . 2  i s  n o n - s t i f f .  S i n c e  b o t h  p r o b l e m s  h a v e  t h e  s a m e  e x a c t  s o l u t i o n s ,  t h e  
p h e n o m e n o n  s h o u l d  b e  a  p r o p e r t y  o f  t h e  d i f f e r e n t i a l  s y s t e m  i t s e l f .  
E v e n  t h o u g h  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  f o r  e i g e n v a l u e  A  =  - 1 0 0  o f  P r o b l e m  4 . 1  
c o n t r i b u t e s  p r a c t i c a l l y  n o t h i n g  t o  t h e  s o l u t i o n  o f  y
1  
a n d  Y 2 >  t h e  c r i t e r i o n  o f  a b s o l u t e  
s t a b i l i t y  f o r c e s  u s  t o  u s e  a n  e x t r e m e l y  s m a l l  v a l u e  o f  h  o v e r  t h e  e n t i r e  r a n g e  o f  
i n t e g r a t i o n .  T h e r e f o r e ,  i t  c a n  b e  s a i d  t h a t  u s i n g  t h e  s a m e  n u m e r i c a l  m e t h o d ,  t h e  
c o m p u t a t i o n  t i m e  n e e d e d  t o  s o l v e  a  h i g h l y  s t i f f  d i f f e r e n t i a l  s y s t e m  i s  m o r e  e x p e n s i v e  
t h a n  t h a t  o f  n o n - s t i f f  o n e .  T h e  m a i n  o b j e c t i v e  o f  a  g o o d  O D E  s o l v e r  i s  t o  m i n i m i z e  t h e  
c o m p u t i n g  c o s t  w i t h  s u b j e c t  t o  t h e  r e q u i r e d  t o l e r a n c e  a n d  t h e  s t a b i l i t y  o f  c o m p u t a t i o n .  I n  
. . .  
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o r d e r  t o  g a i n  t h i s  o b j e c t i v e ,  a n  O D E  s o l v e r  i s  u s u a l l y  e q u i p p e d  w i t h  t o o l s  f o r :  d e t e c t i o n  
s t i f f n e s s ,  d e t e r m i n i n g  a  s t a r t i n g  s t e p s i z e ,  a n d  c o n t r o l l i n g  s t e p s i z e s  a n d  f o r m u l a e ,  b y  
c o n s i d e r i n g  t h e  r e q u i r e d  t o l e r a n c e .  
4 . 1  S t i f f  D i f f e r e n t i a l  P r o b l e m s  
T h e  s t u d y  o f  s t i f f  s y s t e m s  h a s  b e c o m e  p o p u l a r  i n  t h e  l a s t  t w e n t y  y e a r s  b e c a u s e  
t h e y  a r i s e  i n  m a n y  a p p l i c a t i o n s  s u c h  a s :  r a d i o  t e c h n o l o g y ,  c h e m i c a l  k i n e t i c s ,  r e a c t o r  a n d  
r a d i a t i o n  p h y s i c s ,  h y d r o d y n a m i c s ,  p r o c e s s  d y n a m i c  a n d  c o n t r o l ,  e l e c t r i c a l  c i r c u i t s ,  
d i f f u s i o n ,  b e a m ,  a n d  l a s e r s .  
S e v e r a l  m e t h o d s  h a v e  b e e n  p r o p o s e d  a n d  a n a l y z e d  
c a r e f u l l y ,  b u t  o n l y  f e w  o f  t h e  c o d e s  h a v e  b e e n  d e v e l o p e d  u n t i l  r e c e n t l y .  I n  t h i s  t h e s i s ,  
t h e  i n v e s t i g a t i o n  w i l l  b e  d o n e  b a s e d  o n  s t i f f  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  p a c k a g e s  s u c h  a s  
M E B D F ,  L S O D E ,  E P S O D E ,  a n d  V O D E ,  u s i n g  t h e  t e s t  c a s e s :  
1 .  K i d n e y  p r o b l e m s  i n t r o d u c e d  b y  S c o t t  a n d  W a t t s  i n  t h e  f o r m  [ 1 7 ,  2 1 ,  7 9 ]  
Y 2 Y 1 '  =  a y 1 ( Y 3 - Y I ) ,  
Y 2 '  =  - a ( y 3 - Y I )  
Y 4 Y 3 '  =  b - c ( y 3 - Y s ) - a y 3 ( y 3 - Y I )  
Y 4 '  =  a ( y 3 - Y I )  
Y I ( O )  =  1  
Y 2 ( 0 )  =  1  
Y 3 ( 0 )  =  1  
Y 4 ( 0 )  =  - 1 0  
Y s ( O )  = A  
Y s '  =  - c ( y s - Y 3 ) / d  
w h e r e  a =  1 0 0 ,  b  =  0 . 9 ,  c  =  1 0 0 0 ,  d  =  1 0 , 0  : $ ;  t  : $ ;  1 ,  w i t h  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  
P r o b l e m  
A  
G l  
0 . 9 9 0 2 6 8 8 3 5 9  
G 2  
0 . 9 9 0 2 8 3 4 9 9 0  
0 3  
0 . 9 9 2 5 2 1 1 3 4 1  
0 4  
1 . 0 3 0 4 8 7 9 8 5 6  
0 5  
0 . 9 9  
0 6  
0 . 9  
0 7  
0  
2 .  A n  a u t o c a t a l y t i c  r e a c t i o n  p a t h w a y  p r o p o s e d  b y  R o b e r t s o n  [ 2 1 ,  5 6 ]  
Y l '  =  - 0 . 0 4  Y l  +  1 0
4  
Y 2 Y 3 ,  
Y 2 '  =  0 . 0 4  Y l - 1 0
4  
Y 2 Y 3 - 3 . 1 0
7  
y / ,  
Y
, _  
3  -
f o r  0  ~ t  ~ 4 .  1 0
8
.  
7  2  
3 . 1 0  Y 2  ,  
3 .  P r o b l e m  D 4  o f  E n r i g h t  e t  a l .  [ 3 9 ,  1 0 3 ]  
Y l '  = - 0 . 0 1 3 y l - 1 0 0 0 Y I Y 3  
y
2
'  = - 2 5 0 0 y
2  
y
3  
y
3
'  =  0 . 0 1 3 y
1
- 1 0 0 0  y
1
y
3
- 2 5 0 0 y
2
y
3  
w h e r e  0  ~ t  ~ 5 0 .  
4 .  P r o b l e m  p r o p o s e d  b y  G u p t a  a n d  W a l l a c e  [ 5 3 ]  
Y  1 '  =  v y  1  - w y  2  +  ( - v  +  w  +  1  ) e  
1  
Y 2 '  =  w y l  +  v y 2  +  ( - v  - w  +  1 ) e
1  
T h e  e x a c t  s o l u t i o n  i s  
v t  (  t  
y
1  
=  c
1  
e  c o s  w t  +  c
2
)  +  e  
v t  •  (  t  
y  
2  
=  c
1  
e  s m  w t  +  c
2
)  +  e  
Y I ( O )  =  1  
Y 2 ( 0 )  =  0  
y J C O )  =  0  
Y 1 ( 0 )  =  1  
Y 2 ( 0 )  =  1  
Y 3 ( 0 )  =  0  
Y I ( O )  =  1  
Y 2 ( 0 )  =  1  
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w h e r e  v  =  - 8 0 ,  w  = 8 ,  0 $  t  $  1 0 . 0 .  
4 . 2  S t i f f n e s s  C o n c e p t s  
T h e r e  a r e  t w o  a p p r o a c h e s  t h a t  h a v e  b e e n  t a k e n  i n  o r d e r  t o  d e f i n e  s t i f f n e s s .  T h e  
f i r s t  a p p r o a c h  i s  t o  d e f i n e  s t i f f n e s s  b a s e d  o n  v a r i o u s  a s p e c t s  o f  p h e n o m e n a  o f  s t i f f n e s s .  
T h e  s e c o n d  a p p r o a c h  i s  t o  d e f i n e  s t i f f n e s s  i n  m a t h e m a t i c a l  t e r m s .  E v e n  t h o u g h  s e v e r a l  
d e f i n i t i o n s  r e l a t i n g  t o  m a t h e m a t i c a l  t e r m s  o f  s t i f f n e s s  h a v e  b e e n  p r o p o s e d ,  b u t  t h e y  a r e  
a l l  s t i l l  i n  d e b a t e  u n t i l  n o w .  S t i f f n e s s  c a n  n o t  b e  d e f i n e d  p r e c i s e l y  i n  m a t h e m a t i c a l  t e r m s  
[ 1 ,  6 2 ,  7 8 ] ,  e v e n  f o r  t h e  c l a s s  o f  l i n e a r  c o n s t a n t  c o e f f i c i e n t  s y s t e m s .  T h e  f o l l o w i n g  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  c o n c e p t s  a r e  u s e f u l  i n  o r d e r  t o  u n d e r s t a n d  t h e  s t i f f n e s s  c o n c e p t s .  
T h e  h o m o g e n e o u s  s o l u t i o n s  o f  O D E  p r o b l e m s  a r e  a l s o  c a l l e d  t r a n s i e n t  s o l u t i o n s ,  
a n d  t h e  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n s  a r e  c a l l e d  s t e a d y - s t a t e  s o l u t i o n s .  F o r  t h e  c a s e s  o f  l i n e a r  
s y s t e m s ,  t h e  h o m o g e n e o u s  s o l u t i o n s  c o r r e s p o n d  t o  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  r o o t s  A . i  o f  t h e i r  
m a t r i c e s .  I f  R e ( A . i )  <  0  a n d  I R e ( A . i ) l  i s  l a r g e ,  t h e  c o r r e s p o n d i n g  h o m o g e n e o u s  s o l u t i o n  
w i l l  d e c a y  f a s t  a s  t  i n c r e a s e s  a n d  i s  t h u s  c a l l e d  a  f a s t  t r a n s i e n t ,  b u t  i f  t h e  I R e ( A . i ) l  i s  s m a l l ,  
t h e  c o r r e s p o n d i n g  h o m o g e n e o u s  s o l u t i o n  w i l l  d e c a y  s l o w l y  a n d  i s  c a l l e d  a  s l o w  t r a n s i e n t .  
S u p p o s e  ~and~ i n  { 1 - i  , i  =  1 ,  . .  , n }  a r e  d e f i n e d  b y  IRe(~)l $ j R e ( A . ) j  $1Re(~)l, V i .  W e  
w i l l  h a v e  t r o u b l e  w h e n  IRe(~)l i s  v e r y  l a r g e  a n d  jRe(~)j i s  v e r y  s m a l l ,  b e c a u s e  w e  a r e  
f o r c e d  t o  i n t e g r a t e  o v e r  t h e  w h o l e  r a n g e  o f  i n t e g r a t i o n  w i t h  a  v e r y  s m a l l  s t e p s i z e .  
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T h e  f o l l o w i n g  d i s c u s s i o n  o f  s t i f f n e s s  c o n c e p t s  w i l l  b e  b a s e d  o n  L a m b e r t ' s  
e x p l a n a t i o n s  [ 7 8 ] .  I f  w e  t a k e  t h e  r a t i o  IRe(~)I!IRe(~)l a s  t h e  s t i f f n e s s  r a t i o ,  t h e  s t a t e m e n t  
a s  a  c a n d i d a t e  f o r  t h e  d e f i n i t i o n  o f  s t i f f n e s s  i s  g i v e n  a s  f o l l o w s :  
S t a t e m e n t  1 :  
A  l i n e a r  c o n s t a n t  c o e f f i c i e n t  s y s t e m  i s  s t i f f  i f  a l l  i t s  e i g e n v a l u e s  h a v e  n e g a t i v e  
r e a l  p a r t  a n d  t h e  s t i f f n e s s  r a t i o  i s  l a r g e  ( >  >  1  ) .  
T h i s  s t a t e m e n t  h a s  b e e n  u s e d  b y  L a m b e r t  [ 1 9 7 3 ]  a s  a  d e f i n i t i o n  f o r  s t i f f n e s s ,  b u t  n o w  h e  
r e a l i z e s  t h a t  t h e  d e f i n i t i o n  i s  n o t  c o r r e c t  a n y  l o n g e r .  H e  u s e d  t h e  f o l l o w i n g  t h r e e  s y s t e m s  
t o  s h o w  t h a t  t h e  d e f i n i t i o n  i s  n o t  s a t i s f a c t o r y  w i t h  t h e  p h e n o m e n o n .  
S y s t e m  4 . 1 :  
(y~J ( - 2  1  x y
1
J  (  2 s i n t  J  
ly~ =  9 9 8  - 9 9 9  y  
2  
+  9 9 9 (  c o s t - s i n  t )  
T h e  g e n e r a l  s o l u t i o n  o f  t h i s  s y s t e m  i s  g i v e n  a s  
(
y  1  ( t ) J  =  c  e  - t ( 1 J  +  c  e  - w o o t (  1  J  + ( s i n t J  
y
2
( t )  
1  
1  
2  
- 9 9 8  c o s t  
T h e  s t e p s i z e  i n t e r v a l  o f  s t a b i l i t y  o f  t h i s  s y s t e m  u s i n g  a n  E u l e r  m e t h o d  i s  
0 $  h  $ 2 / 1 0 0 0 .  
S y s t e m  4 . 2 :  
(  y~ l  (  - 2  1  x y
1
J  (  2  s i n  t  J  
l y J =  - 1 . 9 9 9  0 . 9 9 9  y
2  
+  0 . 9 9 9 ( s i n t - c o s t )  
T h e  g e n e r a l  s o l u t i o n  o f  t h i s  s y s t e m  i s  g i v e n  a s  
(
y l ( t ) J = c e - t ( 1 J + c e - o . o o i t (  1  ] + ( s i n t J  
y  
2  
( t )  
1  
1  
2  
1 . 9 9 9  c o s t  
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T h e  s t e p s i z e  i n t e r v a l  o f  s t a b i l i t y  o f  t h i s  s y s t e m  u s i n g  a n  E u l e r  m e t h o d  i s  0~ h  ~2. 
S y s t e m  4 . 3 :  
(  y~ l  ( - 0 . 0 0 2  0 . 0 0 1  x y
1
J  (  0 . 0 0 2  s i n ( O . O O l t )  J  
l y J  =  0 . 9 9 8  - 0 . 9 9 9  y
2  
+  0 . 9 9 9 [ c o s ( O . O O l t ) - s i n ( O . O O l t )  
T h e  g e n e r a l  s o l u t i o n  o f  t h i s  s y s t e m  i s  g i v e n  a s  
(
Y
1  
( t ) J  =  - t (  1  J  - o . o o J t ( 1 J  ( s i n ( 0 . 0 0 1 t ) J  
y  
2  
( t )  c
1
e  - 9 9 8  +  c
2
e  1  +  c o s ( O . O O l t )  
T h e  s t e p s i z e  i n t e r v a l  s t a b i l i t y  o f  t h i s  s y s t e m  u s i n g  a n  E u l e r  m e t h o d  i s  0~ h  ~2. 
I t  i s  e a s y  t o  s h o w  t h a t  t h e  t h r e e  s y s t e m s  h a v e  t h e  s a m e  s t i f f n e s s  r a t i o s :  1 0 0 0 .  
E v e n  t h o u g h  t h e y  h a v e  t h e  s a m e  s t i f f n e s s  r a t i o s ,  S y s t e m  4 . 1  a n d  S y s t e m  4 . 2  h a v e  
d i f f e r e n t  s t e p s i z e s  i n  o r d e r  t o  m a i n t a i n  t h e  a b s o l u t e  s t a b i l i t y  o f  c o m p u t a t i o n s .  N o  m a t t e r  
h o w  w e  c h o o s e  a n  i n i t i a l  c o n d i t i o n  f o r  S y s t e m  4 . 1 ,  t h e  n u m e r i c a l  m e t h o d  n e e d s  a  v e r y  
s m a l l  s t e p s i z e  f o r  i n t e g r a t i o n .  T h e  e f f e c t  o f  s t i f f n e s s  i s  t h a t  w e  h a v e  t o  c o n t i n u e  u s i n g  
t h a t  s m a l l  s t e p s i z e  l o n g  a f t e r  t h e  f a s t  t r a n s i e n t  s o l u t i o n  h a s  n o  i n f l u e n c e .  I n  t h i s  c a s e ,  
S y s t e m  4 . 1  i s  c a l l e d  a  g e n u i n e  s t i f f  [ 7 8 ] .  S u p p o s e  w e  e q u i p  S y s t e m  4 . 2  w i t h  i n i t i a l  
c o n d i t i o n s :  y ( O )  =  [ 2 , 3 . 9 9 9 ] T  c a u s i n g  c
1  
=  c
2  
=  1 .  I t  i s  o b v i o u s  t h a t  i f  w e  w a n t  t o  r e a c h  
s t e a d y  s t a t e  s o l u t i o n s ,  t h e  t r a n s i e n t  s o l u t i o n s  s h o u l d  v a n i s h .  F o r  S y s t e m  4 . 2 ,  t h i s  i s  o n l y  
" b l  " f  h  1  .  - O  O O ! t  •  1  I  h "  h  1  .  f  
p o s s 1  e  1  t  e  s o  u t 1 0 n  e  ·  1 s  c  o s e  t o  z e r o .  n  t  1 s  c a s e ,  t  e  t o t a  c o m p u t a t i O n  s t e p  o  
S y s t e m  4 . 2  i s  c o m p a r a b l e  t o  t h a t  o f  S y s t e m  4 . 1 ,  b e c a u s e  w e  s t i l l  n e e d  t o  c o m p u t e  e - o . o o i t  
u n t i l  i t  h a s  n o  e f f e c t  o n  t h e  s o l u t i o n  o f  S y s t e m  4 . 2 .  I n  t h i s  s i t u a t i o n ,  t h e  d e f i n i t i o n  o f  
s t i f f n e s s  i n  S t a t e m e n t  1  s e e m s  t o  b e  c o n s i s t e n t .  T h e  c o n c l u s i o n  w i l l  b e  d i f f e r e n t  w h e n  
t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  f o r  S y s t e m  4 . 2  i s  c h a n g e d  t o  b e :  y ( O )  =  [ 2 , 3 ] T  c a u s i n g  c
1  
=  2 ,  a n d  
. . .  
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c
2
= 0 .  U s i n g  t h e s e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s ,  t h e  s l o w  t r a n s i e n t  t e r m  d i s a p p e a r s  f r o m  t h e  e x a c t  
s o l u t i o n  s o  t h e r e  i s  n o  n e e d  t o  i n t e g r a t e  a  l o n g  w a y  u n t i l  t h e  s t e a d y  s t a t e  c o n d i t i o n  i s  
r e a c h e d .  F r o m  t h e s e  t w o  i n i t i a l  c o n d i t i o n s ,  w e  s e e  t h a t  t h e  d e f i n i t i o n  o f  S t a t e m e n t  1  i s  
n o t  c o n s i s t e n t  a n y  l o n g e r ,  b e c a u s e  i t  d e p e n d s  a l s o  o n  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  i m p o s e d  b y  a  
p a r t i c u l a r  p r o b l e m .  I n  t h i s  s i t u a t i o n ,  S y s t e m  4 . 2  i s  n o t  g e n u i n e l y  s t i f f ,  b u t  w e  c a n  c a l l e d  
t h e m  p s e u d o - s t i f f .  B y  d o i n g  t h e  s a m e  e v a l u a t i o n ,  i t  c a n  b e  s a i d  t h a t  S y s t e m  4 . 1  i s  a l s o  
p s e u d o - s t i f f .  
S y s t e m  4 . 3  c a n  b e  c h a n g e d  t o  S y s t e m  4 . 1  b y  m a k i n g  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  
t  =  l O O O ' t .  I n  t h i s  c a s e ,  S y s t e m  4 . 3  i s  s t i f f  i n  e x a c t l y  t h e  s a m e  s e n s e  a s  S y s t e m  4 . 1 .  
S t a t e m e n t  2 :  
S t i f f n e s s  o c c u r s  w h e n  s t a b i l i t y  i s  m o r e  o f  a  c o n s t r a i n t  t h a n  a c c u r a c y .  
T h i s  s t a t e m e n t  a l s o  f a i l s ,  b e c a u s e  t h e  s t a b i l i t y  a l s o  d e p e n d s  o n  t h e  a c c u m u l a t i o n  o f  
e r r o r s .  B y  e x a m i n i n g  t h e  l o c a l  e r r o r  a t  t h e  v e r y  f i r s t  s t e p ,  i t  c a n  b e  s a i d  t h a t  a  s t i f f  
p r o b l e m  h a s  a  s u b s t a n t i a l l y  h i g h e r  l o c a l  e r r o r  t h a n  t h a t  o f  a  n o n - s t i f f  p r o b l e m .  
S t a t e m e n t  3 :  
S t i f f n e s s  o c c u r s  w h e n  s o m e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  s o l u t i o n  d e c a y  m u c h  m o r e  r a p i d l y  
t h a n  o t h e r s .  
T h i s  s t a t e m e n t  a l s o  f a i l s ,  b e c a u s e  i t  i s  m e r e l y  b a s e d  o n  c o m p a r i s o n  o f  t h e  r a t e  o f  c h a n g e  
o f  t h e  f a s t e s t  t r a n s i e n t  s o l u t i o n  w i t h  t h a t  o f  t h e  s t e a d y - s t a t e  s o l u t i o n .  F r o m  t h e  d i s c u s s i o n  
o f  P r o b l e m  4 . 1 ,  t h i s  s t a t e m e n t  f a i l s  t o t a l l y .  
D e f i n i t i o n  4 . 1 :  
I f  a  n u m e r i c a l  m e t h o d  w i t h  a  f i n i t e  r e g i o n  o f  a b s o l u t e  s t a b i l i t y ,  a p p l i e d  t o  a  
s y s t e m  w i t h  a n y  i n i t i a l  c o n d i t i o n s ,  i s  f o r c e d  t o  u s e  i n  a  c e r t a i n  i n t e r v a l  o f  
L  
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i n t e g r a t i o n  a  s t e p s i z e  w h i c h  i s  e x c e s s i v e l y  s m a l l  i n  r e l a t i o n  t o  t h e  s m o o t h n e s s  o f  
t h e  e x a c t  s o l u t i o n  i n  t h a t  i n t e r v a l ,  t h e n  t h e  s y s t e m  i s  s a i d  t o  b e  s t i f f  i n  t h a t  
i n t e r v a l .  
T h i s  d e f i n i t i o n  c a n  d i s t i n g u i s h  b e t w e e n  t h e  g e n u i n e  s t i f f  a n d  t h e  p s e u d o - s t i f f  s y s t e m s ,  
a n d  i t  o f f e r s  t h e  i d e a  t h a t  s t i f f n e s s  c a n  b e  c o n s i d e r e d  t o  c h a n g e  o v e r  t h e  i n t e r v a l  o f  
i n t e g r a t i o n .  T o  g e t  a  g o o d  u n d e r s t a n d i n g  o f  t h i s  d e f i n i t i o n ,  w e  h a v e  t o  d o  s o m e  
c o m p u t a t i o n s ,  o t h e r w i s e  i t  w i l l  b e  d i f f i c u l t  t o  u n d e r s t a n d .  
S t a t e m e n t  4 :  
A  s y s t e m  i s  s a i d  t o  b e  s t i f f  i n  a  g i v e n  i n t e r v a l  o f  t  i f  i n  t h a t  i n t e r v a l  t h e  
n e i g h b o r i n g  s o l u t i o n  c u r v e s  a p p r o a c h  t h e  s o l u t i o n  c u r v e  a t  a  r a t e  w h i c h  i s  v e r y  
l a r g e  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  r a t e  a t  w h i c h  t h e  s o l u t i o n  v a r i e s  i n  t h a t  i n t e r v a l .  
T h e  s a m e  c a s e  w i t h  D e f i n i t i o n  4 . 1  o c c u r s  i n  S t a t e m e n t  4 .  
4 . 3  S t a b i l i t y  C o n c e p t s  o f  N u m e r i c a l  S t i f f n e s s  M e t h o d s  
S e v e r a l  d e f i n i t i o n s  o f  s t a b i l i t y  r e l a t e d  t o  s t i f f  s y s t e m s  a r e  g i v e n  i n  o r d e r  t o  s a t i s f y  
t h e  n e e d s  o f  s m a l l e r  s t e p s i z e  m o r e  f o r  s t a b i l i t y  t h a n  f o r  a c c u r a c y .  
D e f i n i t i o n  4 . 2 :  
A  m e t h o d  i s  s a i d  t o  b e  A - s t a b l e  i n  t h e  s e n s e  o f  D a h l q u i s t  i f  w h e n  i t  i s  a p p l i e d  t o  
t h e  t e s t  p r o b l e m y '  =  ' A y ,  t h e  s o l u t i o n s  c o n v e r g e  t o  0  a s  n  ~ o o  o r  t h e  r e g i o n  o f  
s t a b i l i t y  i s  a  s u p e r s e t  o f  {  ' A h  I  R e ( ' A h )  <  0 } .  A  m i n i m u m  r e g i o n  o f  t h i s  s t a b i l i t y  i s  
s h o w n  i n  F i g u r e  4 . 2 .  
l m ( A . h )  
A - S t a b l e  
0  
R e ( A . h )  
F i g u r e  4 . 2  A  r e p r e s e n t a t i o n  o f  a  M i n i m u m  
R e g i o n  o f  A - s t a b i l i t y  
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I t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  a  t r a p e z o i d a l  f o r m u l a ,  a  s e c o n d - o r d e r  A d a m s - M o u l t o n  
m e t h o d  Y n + I  =  Y n  + ( h / 2 ( Y n + J
1  
+  Y n
1
) ,  i s  A - s t a b l e .  B y  s u b s t i t u t i n g  t h e  t e s t  f u n c t i o n  y  
1  
=  ' A y  
i n t o  t h e  t r a p e z o i d a l  f o r m u l a ,  w e  h a v e  Y n  =  [ ( 2 + / . . . h ) / ( 2 - ' A h ) t  y
0
.  T h e  r e g i o n  o f  s t a b i l i t y  i s  
r e a c h e d  i f  1 2  +  ' A h l / 1 2  - ' A h l  ~ 1 .  H e r e ,  t h e  r e g i o n  i s  t h e  s e t  o f  p o i n t s  z  s u c h  t h a t  t h e  d i s t a n c e  
b e t w e e n  z  a n d  t h e  p o i n t  z  =  2  i s  g r e a t e r  t h a n  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  z  a n d  t h e  p o i n t  z  =  - 2 .  
T h i s  r e g i o n  i s  {  z  I  R e ( z )  ~ 0 } .  T h a t  i s ,  t h e  t r a p e z o i d a l  f o r m u l a  i s  A - s t a b l e .  T h e  b a c k w a r d  
( i m p l i c i t )  E u l e r  m e t h o d  Y n + I  =  Y n  +  h Y n + J
1  
i s  a l s o  A - s t a b l e  ( s e e  C h a p t e r  2 . 1 ) .  
D e f i n i t i o n  4 . 3 :  
A  m e t h o d  i s  s a i d  t o  b e  A (  a ) - s t a b l e ,  a  E  ( O , n / 2 )  i n  t h e  s e n s e  o f W i d l u n d  i f  w h e n  i t  
i s  a p p l i e d  t o  t h e  t e s t  p r o b l e m y  
1  
=  ' A y ,  t h e  s o l u t i o n s  c o n v e r g e  t o  0  a s  n  ~ o o  w i t h  
h  f i x e d  f o r  a l l  ! a r g ( ' A h ) l  <  a ,  ! ' A I  " #  0  o r  t h e  r e g i o n  o f  s t a b i l i t y  i s  a  s u p e r s e t  o f  
{ ' A h  I  - a  <  n  - a r g ( ' A h )  < a }  ;  i t  i s  s a i d  t o  b e  A ( O ) - s t a b l e  i f  i t  i s  A ( a ) - s t a b l e  f o r  
s o m e  a  E  ( O , n / 2 ) .  F i g u r e  4 . 3  i l l u s t r a t e s  a  m i n i m u m  r e g i o n  o f  t h i s  s t a b i l i t y .  
D e f i n i t i o n  4 . 4 :  
l m ( A . h )  
R e ( A . h )  
F i g u r e  4 . 3  A  R e p r e s e n t a t i o n  o f  a  M i n i m u m  
R e g i o n  o f  A (  a ) - S t a b i l i t y  
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A  m e t h o d  i s  s a i d  t o  b e  A
0
- s t a b l e  i f  t h e  r e g i o n  o f  s t a b i l i t y  i s  a  s u p e r s e t  o f  
{ A . h  I  R e ( A . h )  <  0 ,  I m ( A . h ) = O } .  F i g u r e  4 . 4  i l l u s t r a t e s  a  m i n i m u m  r e g i o n  o f  t h i s  
d e f i n i t i o n .  
I m ( A . h )  
+ - - - - - - - - - . . . . j - ; : - - - - . R e ( A . h )  
0  
F i g u r e  4 . 4  A  R e p r e s e n t a t i o n  o f  a  M i n i m u m  R e g i o n  o f  A
0
- S t a b i l i t y  
I  
~~ 
'  
, ,
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D e f i n i t i o n  4 . 5 :  
A  m e t h o d  i s  s a i d  t o  b e  s t i f f l y  s t a b l e  i f R
1
u R
2  
i s  a  s u b s e t  o f t h e  r e g i o n  o f  s t a b i l i t y ,  
w h e r e  R
1  
=  { . A h  I  R e ( . A h )  < - a }  a n d  R
2  
=  { . A h  I  -a~ R e ( . A h )  <  0 ,  - c  ~ I m ( . A h )  ~ c } ,  
a n d  a  a n d  c  a r e  p o s i t i v e  r e a l  n u m b e r s .  F i g u r e  4 . 5  i l l u s t r a t e s  t h i s  d e f i n i t i o n .  
D e f i n i t i o n  4 . 6  
I m ( A . h )  
I  
R I  
l c  
R 2  
- a  - - - - t o  
R e ( A . h )  
- c  
F i g u r e  4 . 5  A  R e p r e s e n t a t i o n  o f  a  M i n i m u m  
R e g i o n  o f  a  S t i f f l y - S t a b l e  M e t h o d  
A  o n e - s t e p  m e t h o d  i s  s a i d  t o  b e  L - s t a b l e  i f  i t  i s  A - s t a b l e  a n d ,  i n  a d d i t i o n ,  w h e n  
a p p l i e d  t o  t h e  s c a l a r  t e s t  e q u a t i o n  y '  =  A . y ,  A .  a  c o m p l e x  c o n s t a n t  w i t h  R e ( A . )  <  0 ,  
i t  y i e l d s  Y n + I  =  E ( . A h ) y " '  w h e r e  I E ( A . h ) l  ~ 0  a s  I . A h l  ~ - o o .  
F r o m  t h e  d e f i n i t i o n s ,  t h e  h i e r a r c h y  o f  s t a b i l i t y  i s  d r a w i n g  a s  f o l l o w s :  L - s t a b l e  ~ A -
stable~ Stiffly-stable~ A ( a ) - s t a b l e  ~ A ( O ) - s t a b l e  ~ A
0
- s t a b l e .  
4 . 4  A  M o d i f i e d  E u l e r  M e t h o d  f o r  S o l v i n g  O D E s  
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S i n c e  m o s t  o f  t h e  n u m e r i c a l  m e t h o d s  u s e d  t o  s o l v e  s t i f f  d i f f e r e n t i a l  p r o b l e m s  a r e  
i m p l i c i t  m e t h o d s ,  i t  i s  a l m o s t  i m p o s s i b l e  t o  h a v e  a  c h e a p  l o w - a c c u r a c y  c o d e  f o r  s t i f f  
O D E s .  T h e  m e a n i n g  o f  c h e a p  h e r e  i s  t h a t  t h e  m e t h o d s  a r e  e a s y  t o  p r o g r a m  a n d  t h e  
c o m p u t i n g  t i m e  f o r  s o l v i n g  t h e  p r o b l e m s  i s  n o t  t o o  e x p e n s i v e .  I t  i s  t r u e  t h a t  i f  o n e  
p e r s i s t e n t l y  s o l v e s  s t i f f  p r o b l e m s ,  o n e  s h o u l d  u s e  o n e  o f  t h e  b e t t e r  c o d e s  w h i c h  a r e  n o w  
a c c e s s i b l e .  B u t  i f  o n e  n e e d s  t o  c o m p u t e  s t i f f  p r o b l e m s  w h e r e  t h e  a c c u r a c y  i s  n o t  t a k e n  
i n t o  c o n s i d e r a t i o n  e s p e c i a l l y  f o r  a  q u i c k  l o w - a c c u r a c y  s o l u t i o n ,  L a m b e r t  [ 7 7 ]  p r o p o s e d  a  
m e t h o d  t o  s a t i s f y  t h a t  r e q u i r e m e n t .  
T h e  i d e a  t h a t  L a m b e r t  s u g g e s t e d  i s  t o  a p p l y  a n  a u t o m a t i c a l l y  d e t e r m i n e d  
s e q u e n c e  o f  v a r i a b l e  s t e p s i z e s  w i t h  E u l e r ' s  r u l e .  U n f o r t u n a t e l y ,  t h e r e  i s  n o  g u a r a n t e e  
i  
·~ 
t h a t  t h i s  m e t h o d  c a n  b e  s u c c e s s f u l l y  u s e d  i n  o r d e r  t o  s a t i s f y  t h e  m e a n i n g  o f  c h e a p .  
L a m b e r t  c l a i m s  t h a t  t h i s  m e t h o d  i s  s t a b l e  a n d  t h e  s o l u t i o n  i s  n o t  u n i m p o r t a n t ,  b u t  
s o m e t i m e s  t h e  c o m p u t a t i o n  i s  t r a p p e d  i n t o  u n a c c e p t a b l y  s l o w  p r o g r e s s .  E v e n  t h o u g h  
E u l e r ' s  r u l e  u s i n g  t h e  a u t o m a t i c  s e q u e n c e  o f  s t e p s i z e s  s e e m s  n o t  t o  b e  a  l i k e l y  m e t h o d  
f o r  s o l v i n g  s t i f f  s y s t e m s ,  t h i s  m e t h o d  c a n  p r o v i d e  a  u s a b l e  s o l u t i o n  w i t h  a n  a c c e p t a b l e  
c o m p u t i n g  t i m e  f o r  s o m e  s t i f f  p r o b l e m s .  
. ;  
H e r e ,  t h i s  m e t h o d  i s  i n t r o d u c e d  i n  o r d e r  t o  h a v e  a  m e t h o d  f o r  s o l v i n g  s t i f f  
p r o b l e m s  t h a t  i s  e a s y  t o  p r o g r a m  a n d  g i v e s  r e l a t i v e l y  l o w e r  c o m p u t i n g  t i m e .  T h e  t e s t  
p r o b l e m s  t h a t  w i l l  b e  u s e d  a r e :  
1 .  
Y 1 '  =  - Y I  - 0 . 5 y 2 - 0 . 5  Y 3  
Y J ( O )  =  - 1  
y
2
'  = - 0 . 5 y
1
- 1 0 0 0 . 7 5  Y 2  +  9 9 9 . 2 5  Y 3  
Y 2 ( 0 )  =  1  
Y 3 '  =  - 0 . 5 y
1  
+  9 9 9 . 2 5 y
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- 1 0 0 0 . 7 5 y
3  
Y 3 ( 0 )  =  3 ;  
2 .  
A .
1  
=  - 2 0 0 0 ,  A .
2  
=  - 2 ,  A .
3  
=  - 1 / 2  
w i t h  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  
y  1  ( t )  =  e A . 2 t  - 2 e A . 3 t  
y  2  ( t )  = - e A .  I t  +  e A . 2 t  +  e A . 3 t  
y  3  ( t )  =  e A . I t  +  e A . 2 t  +  e A . 3 t  
y
1
1  
=  0 . 0 1 - [ 1 + ( y
1  
+ 1 0 0 0 ) (  Y 1  +  1 ) ] ( 0 . 0 1 +  Y 1  + y 2 )  
Y 2
1  
=  0 . 0 1  - ( 1  +  y / ) ( 0 . 0 1  +  Y 1 +  Y 2 )  
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Y 1 ( 0 )  =  0  
Y 2 ( 0 )  =  0  
T h e  d e r i v a t i o n  o f  t h e  m e t h o d  f o r  s o l v i n g  y  
1  
=  f ( t , y ) ,  y ( t
0
)  =  Y o  i s  d o n e  b y  
i n t r o d u c i n g  a  p a r a m e t e r  8 ,  s u c h  t h a t  t h e  m e t h o d  c a l l e d  t h e  8 - m e t h o d ,  a n d  i s  w r i t t e n  a s  
Y n +
1  
=  Y n  +  h [ ( l - 8 ) f n +
1  
+  8 f n l ·  T h e  p a r a m e t e r  8  t h e n  s h o u l d  b e  d e t e r m i n e d  s u c h  t h a t  t h e  
m e t h o d  i s  e x a c t  w h e n  a p p l i e d  t o  t h e  t e s t  p r o b l e m y ' =  l l - Y ·  B y  m o d i f y i n g  E u l e r ' s  r u l e  t h e  
m e t h o d  b e c o m e s  Y n +
1  
=  Y n  +  h v f " '  w h e r e  v  =  1 + 0 ( h )  t o  g u a r a n t e e  t h e  c o n s i s t e n c y  o f  t h e  
m e t h o d ,  a n d  o u r  t a s k  t h e n  i s  t o  f i n d  v  s u c h  t h a t  t h e  m o d i f i e d  E u l e r  m e t h o d  h o l d s  e x a c t l y  
w h e n  a p p l i e d  t o  t h e  t e s t  p r o b l e m  y  
1  
=  l l - Y ·  T h e  e x a c t  s o l u t i o n  o f  t h e  t e s t  p r o b l e m  i s  
y  =  y
0
e J . l
1
•  A f t e r  s u b s t i t u t i n g  y  
1  
=  l J . Y  i n t o  t h e  m o d i f i e d  E u l e r ' s  r u l e ,  w e  h a v e  
v  =  [ ( Y n + 1 / Y n ) - 1 ] 1 h l J .  =  [ e h J . l _ 1 ] 1 h l J . ,  w h e r e  Y n +
1  
=  y
0
e ( n +
1
) h J . l  a n d  Y n  =  e " h J . l .  S i n c e  t h e  T a y l o r ' s  
s e r i e s  o f  e h J . l  =  1  +  h l J .  +  O ( h ) ,  w e  h a v e  v  =  1  +  O ( h ) .  
C o n s i d e r  t h e  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m y  
1  
=  f ( t , y ) ,  y ( t
0
)  =  y
0
,  y , f  E  R m  a n d  t h e  t e s t  
p r o b l e m y  
1  
=  A y ,  y ( t
0
)  =  y
0
,  w h e r e  A  i s  a  c o n s t a n t  m  x  m  m a t r i x  w i t h  r e a l  e i g e n v a l u e s  " - t  
,  t  =  1 , 2 ,  . . .  , m  s a t i s f y i n g  A .
1  
: : ; ;  A .
2
: : ; ;  A .
1  
: : ; ;  . . . .  " - m -
1  
: : ; ;  A m : : ; ;  0 .  B y  a d o p t i n g  t h e  i d e a  g i v e n  
a b o v e ,  f o r  t h e  O D E  s y s t e m  w h e r e  A n  =  B f / B y ! " '  w e  h a v e  
, J  
' 1  
7 8  
Y n + l  =  Y n  + h v  f  
n  n  
1  
v ,  + ' " ·  - l ] i h J . l ,  f .  
( 4 . 1 )  
J l n  = ( f : A n f n ) l ( ( f J J  
O n  t h e  i r r e g u l a r - s p a c e d  p o i n t  s e t  {  t n  I  t n + I  =  t n  +  h n  ,  h n  =  h v n  } ,  t h e  e q u a t i o n  ( 4 . 1 )  
b e c o m e s  
Y n + l  =  Y n  +  h  f  
n  n  
1  
h  =  [ e  e f l n  - 1 ]  I  ~. 
n  l l n  
1  
( 4 . 2 )  
l l n  =  ( f :  A n f n )  I  C ( f n ) J  
S i n c e  E q u a t i o n  ( 4 . 2 )  m a y  h a v e  a  l a r g e  s t e p ,  w h i c h  w o u l d  n o t  b e  g o o d  f o r  t h e  a c c u r a c y ,  
E q u a t i o n  (  4 . 2 )  i s  m o d i f i e d  a s  
Y n + l  =  Y n  +  h  f  
n  n  
h n  =  m i n ( h
0
,  h : )  
h :  =  [  e  S f l n  - 1 ]  I  l l n  
1  
~. 
I  
l l n  =  C (  A J J  I  ( f ) n ) j  
( 4 . 3 )  
T h e  v a l u e  e  s h o u l d  b e  c h o s e n  p o s i t i v e  s o  t h a t  h n  *  i s  a l w a y s  p o s i t i v e .  S i n c e  n o t h i n g  i s  l o s t  
i f  e  i s  c h o s e n  v e r y  l a r g e ,  t h e  m o d i f i e d  E u l e r  m e t h o d  w i t h  t h e  a u t o m a t i c a l l y  d e t e r m i n e d  
s e q u e n c e  o f  s t e p s i z e s  c a n  b e  w r i t t e n  a s  
'  
, ,
l! i  
i l  
I  
'  
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Y  
= y + h f  l  
n + l  n  n  n  I  
h ,  =  m i n ( h , , h : )  f  
( 4 . 4 )  
h :  =  ( f ) n ) l l (  A n f n l j  
4 . 5  A n  E x p l i c i t  E x p o n e n t i a l  M e t h o d  f o r  S o l v i n g  O D E s  
E v e n  t h o u g h  s o m e  a u t h o r s  d e f i n e  s t i f f n e s s  e q u a t i o n s  a s  p r o b l e m s  t h a t  c a n n o t  
b e  s o l v e d  b y  e x p l i c i t  m e t h o d s  [ 5 6 ,  6 2 ] ,  t h e r e  a r e  o t h e r s  t h a t  h a v e  s t i l l  t r i e d  t o  s o l v e  
s t i f f n e s s  p r o b l e m s  u s i n g  e x p l i c i t  m e t h o d s .  A m o n g  t h e m  a r e  T r e a n o r  [ 7 9 ] ,  L a w s o n  [ 7 9 ] ,  
O s b o r n  [ 7 9 ] ,  L a m b e r t  [ 7 7 ] ,  a n d  A s h o u r  a n d  H a n n a  [ 3 ] .  T h e  e f f o r t  f o r  s o l v i n g  s t i f f  
p r o b l e m s  u s i n g  e x p l i c i t  m e t h o d s  i s  s t i l l  w o r t h w h i l e  b e c a u s e  i m p l i c i t  m e t h o d s  n e e d  s p a c e  
a n d  t h e  c o s t  o f  c o m p u t i n g  t i m e  p e r  s t e p  i s  r e l a t i v e l y  h i g h e r  t h a n  t h a t  o f  e x p l i c i t  m e t h o d s .  
T r e a n o r  [ 7 9 ]  m o d i f i e d  t h e  f o u r t h - o r d e r  R u n g e - K u t t a  m e t h o d  f o r  s o l v i n g  s t i f f  p r o b l e m s ,  
L a w s o n  [ 7 9 ]  p r o p o s e d  a  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  s t i f f  s y s t e m  i n t o  a  n o n s t i f f  s y s t e m ,  a n d  
t h e n  a p p l i e d  a  R u n g e - K u t t a  m e t h o d ,  O s b o r n  [ 7 9 ]  u s e d  P a d e  f r a c t i o n s  t o  a p p r o x i m a t e  e h A .  
,  L a m b e r t  [ 7 7 ]  m o d i f i e d  E u l e r  m e t h o d  ( C h a p t e r  4 . 4 )  a n d  A s h o u r  a n d  H a n n a  [ 3 ]  u s e d  a n  
e x p o n e n t i a l  m e t h o d  b y  a p p l y i n g  W a t s o n ' s  l e m m a  o f  a s y m p t o t i c  e x p a n s i o n  o f  L a p l a c e  
i n t e g r a l s .  T h e  f o l l o w i n g  e x p l i c i t  e x p o n e n t i a l  m e t h o d  w a s  a  m e t h o d  t h a t  w a s  p r o p o s e d  b y  
A s h o u r  a n d  H a n n a  t o  s o l v e  s t i f f  O D E s .  
T h e  e x p l i c i t  e x p o n e n t i a l  m e t h o d  i s  d e v e l o p e d  b a s e d  o n  t h e  i d e a  o f  d e t e c t i n g  a n y  
e x p o n e n t i a l  d e c a y i n g  v a r i a b l e s  a t  e a c h  s t e p  o f  t h e  c o m p u t a t i o n  a n d  t o  a p p r o x i m a t e  t h e m  
s u c h  t h a t  t h e y  a r e  n o t  e x p o n e n t i a l  d e c a y i n g  a n y  l o n g e r .  T o  a c h i e v e  t h i s  i d e a ,  A s h o u r  a n d  
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H a n n a  [ 3 ]  a p p l i e d  W a t s o n ' s  l e m m a .  W e  k n o w  t h a t  i n t e g r a t i o n  o f  y  '  =  f ( t , y )  f r o m  t  t o  
t + h  i s  w r i t t e n  a s  
t + h  
y ( t  + h ) =  y ( t )  +  J f ( s , y ( s ) ) d  .  
( 4 . 5 )  
C o m p u t a t i o n s  w i l l  d e c a y  e x p o n e n t i a l l y  i f  t h e  l o c a l  J a c o b i a n  f y ( t o , y
0
)  i s  n e g a t i v e  a n d  
l f y ( t
0
, y
0
) 1  > >  1 .  I f  t h i s  s i t u a t i o n  o c c u r s ,  t h e  s o l u t i o n s  a r e  a p p r o x i m a t e d  w i t h  f u n c t i o n s  
s u c h  t h a t  c o m p u t a t i o n s  t e n d  n o t  t o  d e c a y  e x p o n e n t i a l l y  a n y  l o n g e r .  T h e  f o l l o w i n g  
e x p a n s i o n  i n  L a p l a c e  i n t e g r a l s  w i l l  b e  u s e d  t o  i m p l e m e n t  t h e  i d e a  o f  c h o o s i n g  s o l u t i o n  
m e t h o d s  a f o r e s a i d ,  
A  
I =  J e -
1 5
F ( s ) d s ,  t  >  0  
( 4 . 6 )  
0  
w h e r e  F ( s )  i s  o f  e x p o n e n t i a l  o r d e r .  I t  m e a n s  t h a t  f u n c t i o n  F  i s  o f  e x p o n e n t i a l  o r d e r  ~ i f  
t h e r e  e x i s t  p o s i t i v e  r e a l  n u m b e r s  T ,  c ,  a n d  ~ s u c h  t h a t  I F ( s ) l  <  ce~
5
, s  >  T .  B a s e d  o n  
W a t s o n ' s  l e m m a ,  t h e  i n t e g r a t i o n  ( 4 . 6 )  c a n  b e  a p p r o x i m a t e d  b y  e x p a n d i n g  F ( s )  u s i n g  a  
M a c l a u r i n  s e r i e s  a n d  i n t e g r a t i n g  i t .  I n  t h e  c a s e  w h e r e  t h e  u p p e r  l i m i t  o f  A  i s  t o o  s m a l l  
r e l a t i v e  t o t ,  w e  u s e  a n  e x p a n s i o n  t h a t  i s  a s y m p t o t i c  e i t h e r  f o r  t~oo w i t h  A  f i x e d ,  o r  f o r  
A~O w i t h  t  f i x e d .  U s i n g  a  m a t h e m a t i c a l  m a n i p u l a t i o n  i n v o l v i n g  t h e  M a c l a u r i n  s e r i e s ,  
w e  h a v e  
F ( s )  =  e · m s F ( s ) e m s  
=  e - m s  [ F ( O ) e
0  
+  s { F ' ( O ) e
0  
+  m F ( O ) e
0
}  +  O ( s
2
) ]  
=  e - m s [ F ( O )  +  s { F ' ( O )  +  m F ( O ) }  +  O ( s
2
) ] .  
l  
j  
'  
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L e t  u s  t a k e  { F ' ( O )  +  m F ( O ) }  =  0  s u c h  t h a t  t h e  O ( s )  t e r m  i n  a  M a c l a u r i n  e x p a n s i o n  i s  z e r o .  
B y  s u b s t i t u t i n g  t h e  l a t t e r  r e s u l t s ,  f r o m  (  4 . 6 )  w e  h a v e  
I =  } e - < t + m } s F ( O ) d s  =  - F ( O )  [ e · ( t + m } A - e o ] =  F ( O )  [ 1 - e · ( t + m } A ] .  
t + m  t + m  
( 4 . 7 )  
0  
B y  t a k i n g  s  =  t  +  u ,  E q u a t i o n  (  4 . 5 )  c a n  b e  t r a n s f o r m e d  i n t o  
u = h  
y ( t  + h ) =  y ( t )  +  J e - m u y '  ( t  +  h ) e m u  d u .  
( 4 . 8 )  
u = O  
T h i s  t r a n s f o r m a t i o n  c a n  o n l y  b e  u s e d  w h e n  m  >  0 ;  o t h e r w i s e  w e  s o l v e  t h e  p r o b l e m  u s i n g  
a n  e x p l i c i t  m e t h o d  t h a t  c o n v e r g e s  t o  t h e  r e s u l t  o f  t r a n s f o r m a t i o n  ( 4 . 8 ) .  O u r  n e x t  t a s k  i s  
t o  f i n d  m  b y  a d o p t i n g  t h e  s a m e  i d e a  w e  u s e d  i n  f i n d i n g  E q u a t i o n  ( 4 . 7 ) .  I f t h e  f u n c t i o n  
y ' ( t + h ) e m u  i s  e x p a n d e d  u s i n g  a  M a c l a u r i n  s e r i e s ,  w e  h a v e  
y ' ( t + h ) e m u  =  y ' ( t )  +  u [ y " ( t )  +  m y ' ( t ) ]  +  O ( h
2
) .  
N o w ,  w e  c h o o s e  m  s u c h  t h a t  y " ( t )  +  m y ' ( t )  =  0  a n d  O ( s )  b e c o m e s  z e r o .  F r o m  t h e s e  
c o n d i t i o n s ,  w e  h a v e  t o  c h o o s e  m  =  - y " ( t ) / y ' ( t )  o r  m y ' ( t )  =  - y " ( t ) .  B y  c o n s i d e r i n g  t h e  l a s t  
c o n d i t i o n s  a n d  a p p l y i n g  t h e m  t o  (  4 . 8 ) ,  w e  h a v e  
y ( t + h )  =  y ( t )  +  [ y ' ( t ) / m ] [ l - e · m h ]  +  [ O ( l l m
3
) o r  O ( h
3
) ] .  
( 4 . 9 )  
N o w ,  w e  i n v e s t i g a t e  E q u a t i o n  ( 4 . 9 )  t o  f i n d  a n  a p p r o p r i a t e  e x p l i c i t  m e t h o d  u s e d  f o r  
s o l v i n g  p r o b l e m s  f o r m : : ;  0 .  L e t  u s  t a k e  h  s m a l l  e n o u g h .  W e  k n o w  p e r f e c t l y  w e l l  t h a t  
e - m h  c a n  b e  a p p r o x i m a t e d  u s i n g  a  T a y l o r  s e r i e s  s u c h  a s  [ 1  - r n h  +  ( r n h i / 2  +  O ( h
3
) ] .  B y  
s u b s t i t u t i n g  t h i s  r e s u l t  i n t o  (  4 . 9 ) ,  w e  h a v e  
y ( t + h )  =  y ( t ) - y ' ( t ) r n h
2
/ 2  +  O ( h
3
)  
=  y ( t )  +  y " ( t ) h
2
/ 2  +  O ( h \  
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T h i s  l a s t  r e s u l t  i s  a  T a y l o r  s e r i e s  w h i c h  i s  e q u i v a l e n t  t o  a  s e c o n d - o r d e r  e x p l i c i t  R u n g e -
K u t t a  ( R K 2 )  m e t h o d .  
T h e  n u m e r i c a l  c o m p u t a t i o n  t h e n  i s  d o n e  a s  f o l l o w s :  I f  m  >  0  w e  a p p l y  E q u a t i o n  
[ 4 . 9 ] ,  o t h e r w i s e  w e  a p p l y  R K 2 .  S u p p o s e  d o l d  =  f ( t , y ( t ) )  a n d  d n e w  =  f ( t + h , y ( t + h ) ) .  A n  
a l g o r i t h m  f o r  a n  e x p l i c i t  e x p o n e n t i a l  m e t h o d  c a n  b e  g i v e n  a s  f o l l o w s :  
F o r i =  1  t o N  
I *  N  i s  n u m b e r  o f  v a r i a b l e s *  I  
e n d  d o  
C o m p u t e  d o l d i  =  f / t , y ( t ) )  
C o m p u t e  d n e w i  =  ~(t+h,y(t+h)) 
I f  d o l d i  : : t : - 0  t h e n  
e n d i f  
C a l c u l a t e  m i  =  ( d o l d i - d n e w i ) / ( h * d o l d i )  
I f m i  >  0  t h e n  
/ * C a l c u l a t e  y ( t + h )  u s i n g  a n  e x p l i c i t  e x p o n e n t i a l  m e t h o d  * I  
Y i ( t + h )  =  y / t )  +  d o l d D - e x p ( - m i * h ) ] / m i  
e n d i f  
i f  d o l d i  =  0  o r  m i  ~ 0  t h e n  
/ * C a l c u l a t e  y ( t + h )  u s i n g  R K 2  * /  
y / t + h )  =  y / t )  +  0 . 5 * ( d o l d i  +  d n e w J * h  
e n d i f  
I n  o r d e r  t o  a d j u s t  t h e  s t e p s i z e  s o  t h e  c o m p u t a t i o n  r e s u l t s  w i l l  c o m p r o m i s e  w i t h  t h e  
r e q u i r e d  t o l e r a n c e ,  w e  u s e  a  f o r m u l a  
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(  
r e l a t i v e  e r r o r  t o l e r a n c e  ]
1 1 2  
h  =  * h  .  
n e w  I I  c u r r e n t  r e l a t i v e  l o c a l  e r r o r !  I  c u r r e n t  ·  
( 4 . 1 0 )  
w h e r e  l l c u r r e n t  r e l a t i v e  l o c a l  e r r o r l l  c a n  b e  w r i t t e n  a s  
N  { I  e s t i m a t e d  l o c a l  e r r o r  f o r  i t h  v a r i a b l e ! }  
m~ '  
i = i  I Y i  ( t  +  h ) l + £  
a n d  £  i s  a  p o s i t i v e  p a r a m e t e r .  I f  I Y i ( t + h ) l  >  £  t h e n  t h e  r e l a t i v e  e r r o r  T O L  i s  c o n t r o l l e d ,  
o t h e r w i s e  t h e  a b s o l u t e  e r r o r  £ T O L  i s  c o n t r o l l e d .  T h e  i n t e g r a t i o n  s t e p s i z e  t h e n  i s  c h o s e n  
a s  h  =  m i n  { h n e w •  2 h c u r r e n t } .  U s u a l l y  t h e  l o c a l  e r r o r  c a n  b e  t a k e n  a s  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  
t w o  m e t h o d s  w i t h  d i f f e r e n t  o r d e r s  [ s e e  A p p e n d i x  D ] .  T h e  l o c a l  e r r o r  f o r  R K 2  i n  t h i s  
m e t h o d  c a n  b e  t a k e n  a s  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  s o l u t i o n s  o b t a i n e d  b y  R K 2  a n d  t h o s e  
o f  t h e  E u l e r  m e t h o d .  F o r  a n  e x p o n e n t i a l  m e t h o d ,  t h e  l o c a l  e r r o r  i s  e s t i m a t e d  a s  t h e  
d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  s o l u t i o n s  o b t a i n e d  b y  t h e  e x p o n e n t i a l  m e t h o d  ( 4 . 9 )  a n d  t h o s e  o f  
E q u a t i o n  (  4 . 1 1 )  g i v e n  b e l o w  
y / t + h )  =  Y i ( t ) * e x p [ y i ' ( t ) h / y i ( t ) ]  +  O ( h
2
) .  
(  4 . 1 1 )  
4 . 6  O D E  S o l v e r s  
S e v e r a l  O D E  s o l v e r s  t h a t  a r e  a v a i l a b l e  i n  t h e  p u b l i c  d o m a i n  ( s e e  A p p e n d i x  A )  
w i l l  b e  i n v e s t i g a t e d  u s i n g  t e s t  c a s e s  s u c h  a s :  K i d n e y  p r o b l e m s  p r o p o s e d  b y  S c o t t  a n d  
W a t t s  [ 1 7 ,  2 1 ,  7 9 ] ,  a n  a u t o c a t a l y t i c  r e a c t i o n  p r o p o s e d  b y  R o b e r t s o n  [ 2 1 ,  5 6 ] ,  p r o b l e m  D 4  
o f  E n r i g h t  [ 3 9 ] ,  a n d  a  p r o b l e m  p r o p o s e d  b y  G u p t a  a n d  W a l l a c e  [ 5 3 ]  .  A m o n g  t h e  O D E  
s o l v e r s  u s e d  a r e  M E B D F ,  L S O D E ,  E P S O D E ,  a n d  V O D E .  A l l  o f  t h e  s o f t w a r e  i n c l u d i n g  
t h e  e x p l i c i t  m e t h o d s  a r e  c o d e d  i n  t h e  F O R T R A N  l a n g u a g e .  
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G e a r  w a s  t h e  f i r s t  p e r s o n  w h o  d e v e l o p e d  a  w i d e l y - u s e d  c o d e  f o r  s o l v i n g  s t i f f  
O D E  p r o b l e m s .  H i s  e a r l y  c o d e  n a m e d  D I F S U B  [ 1 ,  1 7 ,  4 4 ,  5 7 ,  9 9 ,  1 0 5 ]  w a s  d e v e l o p e d  
u s i n g  B D F  m e t h o d s  f o r  s t i f f  p r o b l e m s  a n d  A d a m s  m e t h o d s  f o r  n o n s t i f f  p r o b l e m s .  
A m o n g  o t h e r  v a r i a n t s  o f  D I F S U B  a r e  S T I F F  [ 1 7 ]  a n d  G E A R  ( m o d i f i c a t i o n  o f  S T I F F  
a n d  c r e a t e d  b y  G e a r  a n d  H i n d m a r s h  [ 1 7 ] ) .  G E A R  i t s e l f  h a s  m a n y  v a r i a n t s  i n c l u d i n g  
G E A R B ,  G E A R S ,  G E A R B I ,  G E A R B I L ,  B E A R I B ,  G E A R Y ,  G E A R S T  [ 1 7 ] .  
L S O D E  ( L i v e r m o r e  S o l v e r  f o r  O D E s )  i s  a  p a c k a g e  c r e a t e d  b y  H i n d m a r s h  
[ h t t p : / / w w w . n e t l i b . o r g / o d e p a c k / i n d e x . h t m l ]  t h a t  i s  b a s e d  o n  c o m b i n a t i o n s  o f  G E A R  a n d  
G E A R B .  I t  c a n  b e  u s e d  t o  s o l v e  s t i f f  o r  n o n s t i f f  p r o b l e m s .  T h e  J a c o b i a n  f o r  t h e  c a s e  o f  
s t i f f  p r o b l e m s  i s  t r e a t e d  a s  e i t h e r  f u l l  o r  b a n d e d ,  a n d  a s  e i t h e r  u s e r - s u p p l i e d  o r  i n t e r n a l l y  
a p p r o x i m a t e d  b y  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  [  1 ] .  
E P I S O D E  ( E x p e r i m e n t a l  P a c k a g e  f o r  I n t e g r a t i o n  o f  S y s t e m s  o f  O r d i n a r y  
D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s )  w a s  c r e a t e d  b a s e d  o n  D I F S U B  [ 1 6 ] .  i t  u s e s  i m p l i c i t  B D F  
m e t h o d s  o f  o r d e r s  o n e  t h r o u g h  f i v e  f o r  s t i f f  O D E s  a n d  A d a m s - M o u l t o n  m e t h o d s  o f  
o r d e r s  o n e  t h r o u g h  t w e l v e  f o r  n o n s t i f f  O D E s .  B o t h  B D F  a n d  A d a m s - M o u l t o n  m e t h o d s  
a r e  i n  N o r s i e c k  f o r m s .  A m o n g  v a r i a n t s  o f  E P I S O D E  a r e  E P S O D E ,  E P I S O D E B ,  a n d  
E P I S O D E I B  [ 1 7 ] .  E P S O D E  [ h t t p : / / w w w . n e t l i b . o r g / o d e l i n d e x . h t m l ]  i s  a n  e a r l y  v e r s i o n  
o f  E P I S O D E  m o d i f i e d  b y  B y r n e  a n d  H i n d m a r s h .  
M E B D F  i s  a  p a c k a g e  p r o g r a m  f o r  s t i f f  O D E s  c r e a t e d  b y  C a s h  a n d  C o s i d i n e  [ 2 0 ,  
2 1 ,  h t t p : / / n e t l i b . a t t . c o m / n e t l i b / o d e / i n d e x . h t m l ,  h t t p : / / w w w . n e t l i b . o r g / o d e l i n d e x . h t m l ] .  I t  
i s  d e v e l o p e d  u s i n g  m o d i f i e d  e x t e n d e d  B D F  m e t h o d s .  T h e  a d v a n t a g e  o f  t h i s  a p p r o a c h  i s  
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t h a t  t h e  m e t h o d s  i s  A - s t a b l e  u p  t o  o r d e r  4  a n d  A (  a ) - s t a b l e  u p  t o  o r d e r  9 ,  w h i l e  p u r e  B D F  
m e t h o d s  t h e m s e l v e s  a r e  A - s t a b l e  o n l y  u p  t o  o r d e r  2  [ 2 8 ] .  
V O D E  i s  a  p a c k a g e  p r o g r a m  f o r  O D E s  c r e a t e d  b y  B r o w n ,  B y r n e ,  a n d  H i n d m a r s h  
[  1 1  ,  h t t p : /  / n e t l i  b  . a t t . c o m / n e t l i b /  o d e / i n d e x . h t m l ,  h t t p : / / w w w  . n e t l i  b .  o r g /  o d e / i n d e x . h t m l ] .  
T h i s  p r o g r a m  i s  a  c o m b i n a t i o n  o f  E P I S O D E  a n d  E P I S O D E B .  I t  u s e s  v a r i a b l e - c o e f f i c i e n t  
A d a m s - M o u l t o n  a n d  B D F  m e t h o d s  i n  N o r d s i e c k  f o r m .  I t  t r e a t s  J a c o b i a n  m a t r i c e s  a s  f u l l  
o r  b a n d e d .  
S T I N T  i s  a  p a c k a g e  p r o g r a m  c r e a t e d  b y  J . M .  T e n d l e r ,  T . A .  B i c k a r t ,  a n d  Z .  P i c e l  
[ 1 7 ,  h t t p : / / w w w . n e t l i b . o r g / t o m s / i n d e x . h t m l ] .  I t  w a s  t h e  f i r s t  O D E  s o l v e r  d e v e l o p e d  b a s e d  
o n  c y c l i c  c o m p o s i t e  l i n e a r  m u l t i s t e p  m e t h o d s .  T h i s  s o l v e r  c a n  s o l v e  O D E  p r o b l e m s  t h a t  
b e l o n g  t o  s t i f f l y  s t a b l e .  
I '  
j  
C H A P T E R  V  
A N A L Y S I S  A N D  D I S C U S S I O N  
T h e  c r i t e r i a  o f  e v a l u a t i o n  w i l l  b e  b a s e d  o n  t h e  e f f i c i e n c y  o f  t h e  c o d e s  u s i n g  
p a r a m e t e r s  s u c h  a s  c o m p u t i n g  t i m e  ( C T ) ,  n u m b e r  o f  i n t e g r a t i o n  s t e p s  ( N S ) ,  n u m b e r  o f  
e v a l u a t i o n s  o f f ( t , y )  ( N F ) ,  n u m b e r  o f  e v a l u a t i o n s  o f t h e  J a c o b i a n  ( N J ) ,  a c t u a l  s t e p s i z e  ( H ) ,  
a n d  t h e  a c t u a l  o r d e r  o f  t h e  m e t h o d s  ( P ) .  T h e  g r a p h i c a l  i n t e r p r e t a t i o n s  f o r  a l l  s o l u t i o n s  
u s i n g  m e t h o d s  a n d  i n p u t  t e s t  c a s e s  m e n t i o n e d  i n  s e c t i o n  4 . 1 ,  w i l l  b e  c o m p a r e d  w i t h  t h e  
g r a p h  o f  s o l u t i o n s  o f  t h e  s a m e  p r o b l e m  s o l v e d  u s i n g  t h e  N D S o l v e  f u n c t i o n  o f  
M a t h e m a t i c a .  N D S o l v e [  { e q u a t i o n _ ! ,  e q u a t i o n _ 2 ,  . . .  ,  e q u a t i o n _ n } ,  y ,  { t ,  t _ m i n ,  t _ m a x } ]  
i s  t h e  f u n c t i o n  u s e d  i n  M a t h e m a t i c a  t o  s o l v e  O D E  p r o b l e m s  n u m e r i c a l l y .  T h e  N D S o l v e  
f u n c t i o n  w i l l  a u t o m a t i c a l l y  a p p l y  t h e  A d a m s  p r e d i c t o r - c o r r e c t o r  m e t h o d  i f  i t  d e t e c t s  t h a t  
t h e  p r o b l e m  i s  n o n - s t i f f  a n d  w i l l  a p p l y  t h e  b a c k w a r d  d i f f e r e n t i a t i o n  f o r m u l a e  ( G e a r ' s  
m e t h o d )  i f  i t  d e t e c t s  t h a t  t h e  p r o b l e m  i s  s t i f f .  S i n c e  N D S o l v e  c a n  d e t e c t  t h e  s t i f f n e s s  o f  a n  
O D E  p r o b l e m  a u t o m a t i c a l l y ,  u s e r s  d o  n o t  n e e d  t o  k n o w  w h a t  s t i f f n e s s  i s  o r  e v e n  t o  b e  
a w a r e  o f  i t s  e x i s t e n c e .  T h e  s e l e c t i o n  m e t h o d  f o r  s o l v i n g  s t i f f  a n d  n o n - s t i f f  s y s t e m s  o f  
O D E  f o r  N D S o l v e  i s  b a s e d  o n  t h e  m e t h o d  p r o p o s e d  b y  P e t z o l d  [ 9 5 ] .  
T h e  m o d i f i e d  E u l e r  m e t h o d  w i l l  b e  i m p l e m e n t e d  w i t h o u t  t h e  f a c i l i t y  t o  c a l c u l a t e  
t h e  J a c o b i a n  m a t r i x  n u m e r i c a l l y ;  u s e r s  s h o u l d  b e  a b l e  t o  s u p p l y  t h e  J a c o b i a n  
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m a t r i x  a n a l y t i c a l l y .  S i n c e  t h e  J a c o b i a n  m a t r i x  o f  a n  O D E  p r o b l e m  i s  n o t  a l w a y s  e a s y  t o  
f i n d ,  i t  i s  r e c o m m e n d e d  t h a t  u s e r s  u s e  M a t h e m a t i c a  o r  M a p l e  o r  M a t l a b  t o  g e t  t h e  
J a c o b i a n  a f o r e m e n t i o n e d .  I n  t h i s  t h e s i s ,  t h e  J a c o b i a n  m a t r i x  o f  s y s t e m  o f  O D E  i s  
c a l c u l a t e d  u s i n g  M a t h e m a t i c a .  O n e  e x a m p l e  o f  M a t h e m a t i c a  i n s t r u c t i o n s  f o r  f i n d i n g  t h e  
J a c o b i a n  m a t r i x  o f  p r o b l e m  2  o f  s e c t i o n  4 . 4  i s  g i v e n  a s  f o l l o w s :  
f l y 1 _ , y 2 _ _ ] = 0 . 0 1 - ( l  + ( y l  +  1  O O O ) ( y 1  +  1 ) ) ( 0 . 0 1  + y 1  + y 2 ) ;  
g [ y 1 _ , y 2 _ _ ] = 0 . 0 1 - ( l  + y 2 / \ 2 ) ( 0 . 0 1  + y 1  + y 2 ) ;  
j a c o b = {  { D [ f l y 1  , y 2 ] , y l  ] , D [ f l y 1  , y 2 ] , y 2 ] } ,  
{ D [ g [ y  1  , y 2 ] , y 1  ] , D [ g [ y 1  , y 2 ] , y 2 ] } } ;  
M a t r i x F o r m u a c o b ]  
O u t p u t  i s  g i v e n  a s  f o l l o w s :  
- 1 - ( 1  + y 1  ) ( 1  O O O + y 1  ) - ( 1  0 0 1  + 2 y 1  ) ( 0 . 0 1  + y 1  + y 2 )  
- 1 - y 2
2  
- 1 - ( 1  + y 1  ) ( 1  O O O + y 1 )  
- 1 - y 2
2  
- 2 y 2 ( 0 . 0  1  + y  1  + y 2 )  
5 . 1  I m p l e m e n t a t i o n  o f M o d i f i e d  E u l e r  M e t h o d  
T h e  p r o g r a m  f o r  t h i s  m e t h o d  i s  g i v e n  i n  A p p e n d i x  F  u n d e r  t h e  n a m e  o f  " P r o g r a m  
5 " .  F o r  t h e  c a s e  o f  p r o b l e m  1  m e n t i o n e d  i n  C h a p t e r  4 . 4 ,  t h e  s o l u t i o n s  a r e  c o m p a r e d  w i t h  
t h e  e x a c t  s o l u t i o n ,  w h i l e  f o r  p r o b l e m  2  o f  C h a p t e r  4 . 4 ,  t h e  r e s u l t s  w i l l  b e  c o m p a r e d  w i t h  
t h e  o u t p u t  r e s u l t e d  f r o m  M a t h e m a t i c a .  
T o  c a l c u l a t e  p r o b l e m  1  o f  C h a p t e r  4 . 4  f r o m  0  t o  1 0 ,  t h i s  p r o g r a m  t o o k  5 2 0  s t e p s ,  
w h i l e  L a m b e r t  [ 7 7 ]  c l a i m s  t h a t  h i s  p r o g r a m  w i t h  t h e  s a m e  m o d i f i e d  E u l e r  m e t h o d  o n l y  
;  
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t o o k  5 0 1  s t e p s  a n d  E u l e r ' s  r u l e  w i t h  t h e  m a x i m u m  a l l o w a b l e  s t e p l e n g t h  0 . 0 0 1  ( t h e  
m a x i m u m  s t e p l e n g t h  t h a t  i s  a l l o w a b l e  f o r  s t a b i l i t y  o f  t h e  e x p l i c i t  E u l e r  m e t h o d  f o r  t h i s  
p r o b l e m )  t o o k  1 0 , 0 0 0  s t e p s .  T h e  c o m p a r i s o n  b e t w e e n  t h e  s o l u t i o n  o f  p r o b l e m  1  t h a t  
r e s u l t e d  f r o m  t h i s  m o d i f i e d  E u l e r  m e t h o d  a n d  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  i s  g i v e n  i n  T a b l e  G . 5  o f  
A p p e n d i x  G .  
I I )  
~ 
> -
3 - e  
y  1 ' = - y  1 - 0 . 5 y 2 - 0 . 5 y 3 ,  
y  1 ( 0 ) = - 1  
y 2 ' = - 0 . 5 y  1 - 1  0 0 0 . 7 5 y 2 + 9 9 9 . 2 5 y 3 ,  y 2 ( 0 ) = 1  
y 3 ' = - 0 . 5 y 1 + 9 9 9 . 2 5 y 2 - 1  0 0 0 . 7 5 y 3 ,  y 3 ( 0 ) = 3  
2  f \ ,  
. . .  
y 1 ( t )  
1r~ 
•  
y 2 ( t )  
•  
y 3 ( t )  
0~ -~~, • • • • • • •  
- 1  
t A x i s  
F i g u r e  5 . 1  P r o b l e m  1  o f  S e c t i o n  4 . 4  
U s i n g  M o d i f i e d  E u l e r  M e t h o d  
1 0  
T h i s  " P r o g r a m  5 "  n e e d s  a b o u t  5 4 8  s t e p s  t o  i n t e g r a t e  p r o b l e m  2  o f  s e c t i o n  4 . 4  
f r o m  0  t o  1 0 ,  w h i l e  L a m b e r t  [ 7 7 ]  c l a i m s  t h a t  h i s  p r o g r a m  w i t h  t h e  s a m e  m o d i f i e d  E u l e r  
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m e t h o d  o n l y  n e e d s  3 7 9  s t e p s  t o  s o l v e  t h e  s a m e  c a s e s ,  a n d  a  f o u r t h - o r d e r  R u n g e - K u t t a  
m e t h o d  t o o k  3 2 9 6  s t e p s  f o r  a  t o l e r a n c e  o f O . O l  ( t h e  m a x i m u m  s t e p l e n g t h  t h a t  i s  a l l o w a b l e  
f o r  s t a b i l i t y  f o r  t h e  f o u r t h - o r d e r  R u n g e - K u t t a  m e t h o d  f o r  t h i s  p r o b l e m ) .  S o  f a r ,  t h e r e  i s  
n o  k n o w n  a n a l y t i c  s o l u t i o n  o f  t h i s  p r o b l e m ,  s o  t h a t  s o l u t i o n s  o f  p r o b l e m  2  o f  s e c t i o n  4 . 4 ,  
w i l l  b e  c o m p a r e d  w i t h  t h e  s o l u t i o n s  f r o m  M a t h e m a t i c a .  T h e  c o m p a r i s o n  t a b l e  r e s u l t e d  
f r o m  t h i s  p r o g r a m  a n d  M a t h e m a t i c a  s o f t w a r e  i s  g i v e n  i n  T a b l e  G . 6  o f  A p p e n d i x  G .  T h e  
g r a p h i c a l  s o l u t i o n s  t h i s  p r o b l e m  2  p r o d u c e d  b y  t h e  m o d i f i e d  E u l e r  m e t h o d  i s  s h o w n  i n  
F i g u r e  5 . 2 .  
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F i g u r e  5 . 2  P r o b l e m  2  o f  S e c t i o n  4 . 4  
U s i n g  M o d i f i e d  E u l e r  M e t h o d  
1 0  
9 0  
5 . 2  I m p l e m e n t a t i o n  o f  a n  E x p o n e n t i a l  M e t h o d  
T h i s  m e t h o d  d o e s  n o t  n e e d  t h e  J a c o b i a n  m a t r i x .  A  m e t h o d  f o r  s e l e c t i n g  a n  i n i t i a l  
s t e p s i z e  p r o p o s e d  b y  Gl~dwell e t  a l .  [  4 8 ]  h a s  b e e n  i m p l e m e n t e d  i n  t h i s  p r o g r a m .  T h e  
F O R T R A N  c o d i n g  o f  t h i s  m e t h o d  i s  g i v e n  i n  A p p e n d i x  F  u n d e r  t h e  n a m e  o f  " P r o g r a m  
6 " .  T h e  t w o  p r o b l e m s  u s e d  i n  s e c t i o n  5 . 1  a r e  a l s o  u s e d  a s  e x a m p l e s  s o l v e d  w i t h  t h i s  
m e t h o d .  
T o  s o l v e  t h e  p r o b l e m  1  o f  s e c t i o n  4 . 4  f r o m  0  t o  1 0 ,  t h i s  p r o g r a m  t o o k  9 6 5 9  s t e p s  
f o r  a  l o c a l  t o l e r a n c e  o f  1  0 - 4 .  T h e  c o m p a r i s o n  t a b l e  b e t w e e n  s o l u t i o n s  o f  t h i s  p r o b l e m  1  
s o l v e d  b y  t h e  e x p o n e n t i a l  m e t h o d  a n d  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  i s  g i v e n  i n  T a b l e  G . 7  o f  
A p p e n d i x  G .  T h e  s o l u t i o n s  o f  t h i s  p r o b l e m  s o l v e d  w i t h  t h e  e x p o n e n t i a l  m e t h o d  a r e  
s h o w n  i n  F i g u r e  5 . 3 .  
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F i g u r e  5 . 3  P r o b l e m  1  o f  S e c t i o n  4 . 4  
U s i n g  E x p o n e n t i a l  M e t h o d  
. . . .  
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T h i s  " P r o g r a m  6 "  t a k e s  4 3 6 9  s t e p s  t o  i n t e g r a t e  p r o b l e m  2  o f  s e c t i o n  4 . 4  f r o m  0  t o  
1 0  w i t h  a  l o c a l  t o l e r a n c e  o f  1 0 -
6
•  T h e  c o m p a r i s o n  b e t w e e n  s o l u t i o n s  o f  t h i s  p r o b l e m  2  
s o l v e d  w i t h  t h e  e x p o n e n t i a l  m e t h o d  a n d  s o l u t i o n s  r e s u l t e d  f r o m  M a t h e m a t i c a  i s  g i v e n  i n  
T a b l e  5 . 4 .  T h e  s o l u t i o n s  o f  t h i s  p r o b l e m  2  s o l v e d  w i t h  t h e  e x p o n e n t i a l  m e t h o d  i s  s h o w n  
i n  F i g u r e  5 . 4 .  
0 . 1 0  
0 . 0 5  
U l  
~ 0 . 0 0  
> -
- 0 . 0 5  
- 0 . 1 0  
y  
1  
' = 0 . 0 1 - [ 1  + ( y  
1
+ 1  O O ) ( y  
1
+ 1  ) ] [ 0 . 0 1  + y  
1
+ y
2
] ,  y  
1  
( 0 ) = 0  
y
2
' = 0 . 0 1 - ( 1  + y / ) ( 0 . 0 1  + y  
1
+ y
2
) ,  y
2
( 0 ) = 0  
. . . .  
- - - - - - - - - -
. . . . . . . .  
_ .  . .  
~--- . .  
•  y 1 ( t )  
_ _ _ .  
•  Y z ( t )  
F i g u r e  5 . 4  P r o b l e m  2  o f  S e c t i o n  4 . 4  
U s i n g  E x p o n e n t i a l  M e t h o d  
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5 . 3  A n a l y s i s  o f  K i d n e y  P r o b l e m s  
D u e  t o  S c o t t  a n d  W a t t s  [ 2 0 ]  a n d  B y r n e  a n d  H i n d m a r s h  [ 1 6 ] ,  k i d n e y  p r o b l e m s  
w i t h  s e v e r a l  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  g i v e n  i n  P r o b l e m  1  o f  s e c t i o n  4 . 1  a r e  c o n s i d e r e d  a s  n o n -
s t i f f  a n d  s t i f f  p r o b l e m s .  T h e  g r a p h i c a l  s o l u t i o n s  o f  t h e s e  p r o b l e m s  u s i n g  M a t h e m a t i c a  
w i t h  c o d i n g  i n s t r u c t i o n s  g i v e n  i n  A p p e n d i x  F  u n d e r  t h e  n a m e  " M a t h e m a t i c a  1  " ,  a r e  
s h o w n  i n  F i g u r e  5 . 5  a n d  F i g u r e  5 . 6 .  
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F i g u r e  5 . 5  K i d n e y  P r o b l e m s  w i t h  A =  9 0 2 6 8 8 3 5 9 ,  0 . 0 9 9 0 2 8 3 4 9 9 ,  
0 . 9 9 2 5 2 1 1 3 4 1 ,  a n d  1 . 0 3 0 4 8 7 9 8 5 6  
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F i g u r e  5 . 6  K i d n e y  P r o b l e m s  w i t h  ' A =  0 . 9 9 ,  0 . 9 ,  a n d  0  
9 3  
M a i n  p r o g r a m s  f o r  c a l l i n g  M E B D F ,  V O D E ,  L S O D E ,  a n d  E P S O D E  a r e  g i v e n  i n  
A p p e n d i x  F  w i t h  n a m e s  " P r o g r a m  1  " ,  " P r o g r a m  2 " ,  " P r o g r a m  3 " ,  a n d  " P r o g r a m  4 "  
r e s p e c t i v e l y .  A l l  p r o g r a m s  w e r e  r u n  o n  a  S e q u e n t  m a c h i n e  w i t h  a  t o l e r a n c e  o f  1 0 -
6
.  T h e  
p e r f o r m a n c e s  o f  t h e s e  f o u r  r o u t i n e s  f o r  t h e  c a s e  o f  k i d n e y  p r o b l e m s  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  
G . l  o f  A p p e n d i x  G .  
9 4  
B y r n e  a n d  H i n d m a r s h  ( 1 7 ]  s o l v e d  t h i s  p r o b l e m  u s i n g  L S O D E  f o r  t h e  c h o i c e s  o f  
A . =  0 . 9 9 0 2 6 8 3 3 ,  0 . 9 9 ,  0 . 9 .  T h e y  s t a t e d  t h a t  t h e  l a s t  t w o  c h o i c e s  a r e  s t i f f  p r o b l e m s ,  a n d  
t h e  f i r s t  c h o i c e  i s  n o n - s t i f f  p r o b l e m .  B y  i n v e s t i g a t i n g  T a b l e  G . 1 ,  w e  c a n  c o n c l u d e  t h a t  
k i d n e y  p r o b l e m s  b e l o n g  t o  s t i f f  p r o b l e m s  f o r  t h e  c h o i c e s  o f  A . =  0 . 9 9 ,  0 . 9 ,  a n d  0 .  
I t  i s  d i f f i c u l t  t o  a n a l y z e  t h e  p e r f o r m a n c e s  o f  t h e s e  f o u r  r o u t i n e s  b a s e d  o n  p u r e  
C P U  t i m e  o f  c o m p u t a t i o n s ,  b e c a u s e  t h e  D T I M E  r o u t i n e  s u p p l i e d  b y  S e q u e n t  c a n  p r o d u c e  
d i f f e r e n t  e x e c u t i o n  t i m e  f o r  d i f f e r e n t  e x e c u t i o n s  o f  t h e  s a m e  p r o g r a m  w i t h  t h e  s a m e  
p r o b l e m .  T h i s  o c c u r s  b e c a u s e  S e q u e n t  u s e s  s y m m e t r i c  m u l t i p r o c e s s i n g  ( S M P )  c o m p u t i n g  
c o n c e p t ;  M u l t i p r o c e s s i n g  d e s i g n  i n  w h i c h  a n y  C P U  c a n  b e  a s s i g n e d  a n y  a p p l i c a t i o n  t a s k .  
I n  a l l  c o m p u t a t i o n s  u s i n g  M E B D F ,  L S O D E ,  E P S O D E ,  a n d  V O D E ,  w e  t r i e d  t o  r u n  e a c h  
p r o b l e m  a s  m a n y  a s  2 0  t i m e s  a n d  t o o k  t h e  a v e r a g e  o f  e x e c u t i o n  t i m e s .  I t  i s  m o r e  
c o n v e n i e n t  t o  a n a l y z e  t h e  p e r f o r m a n c e s  b a s e d  o n  N S ,  N F ,  a n d  N J .  F o r  t h e  c a s e  o f  
/ . . . . = 0 . 9 9 0 2 6 8 8 3 5 9 ,  t o  c o m p u t e  t h i s  p r o b l e m  f r o m  0  t o  1 ,  E P S O D E  n e e d s  6 8  s t e p s ,  1 2 8  
e v a l u a t i o n s  o f  f ( t , y ) ,  a n d  2 3  e v a l u a t i o n s  o f  t h e  J a c o b i a n  m a t r i x  o f  f ( t , y ) ,  V O D E  n e e d s  7 4  
s t e p s ,  1 0 5  e v a l u a t i o n s  o f f ( t , y ) ,  a n d  2  e v a l u a t i o n s  o f t h e  J a c o b i a n  m a t r i x  o f f ( t , y ) ,  L S O D E  
n e e d s  7  s t e p s ,  1 5  e v a l u a t i o n s  o f  f ( t , y ) ,  a n d  7  e v a l u a t i o n s  o f  t h e  J a c o b i a n  m a t r i x  o f  f ( t , y ) ,  
a n d  M E B D F  n e e d s  7 7  s t e p s ,  1 4 7  e v a l u a t i o n s  o f f ( t , y ) ,  a n d  2  e v a l u a t i o n s  o f  t h e  J a c o b i a n  
m a t r i x  o f  f ( t , y ) .  S i n c e  e v a l u a t i o n s  o f  m a t r i c e s  a r e  r e l a t i v e l y  e x p e n s i v e ,  t h e  i n v e s t i g a t i o n  
p e r f o r m a n c e s  w i l l  b e  b a s e d  o n  t h e  n u m b e r  o f  e v a l u a t i o n s  o f  t h e  J a c o b i a n  m a t r i x .  F o r  t h e  
c h o i c e s  o f  A . =  0 . 9 9 ,  0 . 9 ,  a n d  0 . 0 ,  L S O D E  s e e m s  t o  h a v e  t h e  b e s t  p e r f o r m a n c e  a m o n g  t h e  
f o u r  p a c k a g e s .  F o r  o t h e r  c h o i c e s  o f  A . ,  c o n c l u s i o n s  c a n n o t  b e  t a k e n  m e r e l y  b a s e d  o n  N J ,  
s i n c e  N S  a n d  N F  a r e  v a r y i n g .  
I  
I  
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5 . 4  A n a l y s i s  o f  A u t o c a t a l y t i c  P r o b l e m s  
A u t o c a t a l y t i c  r e a c t i o n  p a t h w a y  p r o b l e m s  a r e  f r e q u e n t l y  c a l l e d  R o b e r t s o n  
p r o b l e m s  t o  h o n o r  R o b e r t s o n  w h o  w a s  t h e  f i r s t  m a n  w h o  p r o p o s e d  t h e s e  p r o b l e m s  f o r  
c h e m i c a l  k i n e t i c s  p r o b l e m  [ 2 1 ,  5 6 ,  7 9 ,  1  0 5 ] .  T h e s e  R o b e r t s o n  p r o b l e m s  w i l l  b e  s o l v e d  
n u m e r i c a l l y  u s i n g  M a t h e m a t i c a ,  L S O D E ,  M E B D F ,  V O D E ,  a n d  E P S O D E ,  f r o m  0  t o  
4 .  O E l O .  T h e  g r a p h i c a l  s o l u t i o n s  w i l l  b e  g i v e n  a s  f u n c t i o n s  o f  l o g
1 0  
o f t .  F i g u r e  5 . 7  
s h o w s  g r a p h i c a l  s o l u t i o n s  t h a t  r e s u l t e d  b y  s o l v i n g  t h e s e  p r o b l e m s  u s i n g  t h e  M a t h e m a t i c a  
i n s t r u c t i o n s  g i v e n  i n  A p p e n d i x  F  u n d e r  t h e  n a m e  " M a t h e m a t i c a  2 " .  
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F i g u r e  5 . 7  O u t p u t  o f M a t h e m a t i c a  f o r  R o b e r t s o n  P r o b l e m  
l o g 1 0  t  
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T h e  p e r f o r m a n c e s  o f  t h e  M E B D F ,  L S O D E ,  V O D E ,  a n d  E P S O D E  r o u t i n e s  w h e n  
s o l v i n g  R o b e r t s o n  p r o b l e m s  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  G . 2  o f  A p p e n d i x  G .  F i g u r e  5 . 8  i s  a  
g r a p h i c a l  s o l u t i o n s  o f  R o b e r t s o n  P r o b l e m s  s o l v e d  w i t h  E P S O D E .  
F i g u r e  5 . 8  R o b e r t s o n  P r o b l e m  S o l v e d  w i t h  E P S O D E  
T h e  g r a p h s  t h a t  a r e  g i v e n  i n  F i g u r e  5 . 7  a n d  F i g u r e  5 . 8  a r e  p l o t t e d  f r o m  t = I O  t o  4 .  O E I O .  
H i n d m a r s h  a n d  B y r n e  [ 7 9 ]  c l a i m e d  t h a t  t h e s e  p r o b l e m s  a r e  s t i f f  b e c a u s e  f o r  t h e  
v e r y  e a r l y  s t a g e s  o f  c o m p u t a t i o n ,  t h e  s t e p s i z e s  s h o u l d  b e  m a i n t a i n e d  s m a l l ,  e v e n  t h o u g h  
g r a d u a l l y  t h e  s t e p s i z e  c a n  b e c o m e  l a r g e r  a n d  l a r g e r  a s  t  g o e s  t o  i n f i n i t y .  S i n c e  N S ,  N F  
a n d  N J  a m o n g  t h e  f o u r  r o u t i n e s  a r e  v a r y i n g  f r o m  o n e  t o  a n o t h e r ,  w e  c a n n o t  c o m m e n t  o n  
t h e  b e s t  m e t h o d  f o r  s o l v i n g  t h e s e  p r o b l e m s  a m o n g  t h e  f o u r  r o u t i n e s .  
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5 . 5  A n a l y s i s  P r o b l e m  D 4  o f  E n r i g h t  e t  a l .  
E n r i g h t  e t  a l .  [ 3 9 ]  p r o p o s e d  t h i s  p r o b l e m  a s  o n e  e x a m p l e  o f  a  s t i f f  p r o b l e m .  T h e y  
g a v e  t h e  t h i r d  e q u a t i o n  a s  
y 3 '  =  - 0 . 0 1 3  y
1
- 1 0 0 0  y
1  
Y 3 - 2 5 0 0  Y 2  Y 3 ·  
L a t e r  o n ,  S h a m p i n e  [ 1 0 3 ]  c o m m e n t e d  t h a t  l o g i c a l l y ,  t h i s  e q u a t i o n  c a n n o t  m a t c h  w i t h  t h e  
i n i t i a l  c o n d i t i o n s  Y~> y
2
,  a n d  y
3  
a t  t = O  t h a t  a r e  g i v e n  a s  1 ,  " 1 ,  a n d  0  r e s p e c t i v e l y .  I n  h i s  
o p i n i o n ,  f o r  t h o s e  c o n d i t i o n s ,  y
3
'  ( 0 )  =  - 0 . 0 1 3  <  0 ,  s o  t h a t  y
3
( t )  s h o u l d  b e  n e g a t i v e  f o r  a  
v e r y  s m a l l  v a l u e  o f  t .  S h a m p i n e  t h e n  i m p r o v e d  t h e  p r o b l e m  b y  s u g g e s t i n g  t h e  t h i r d  
e q u a t i o n  a s  
Y 3 '  =  0 . 0 1 3  Y I - 1 0 0 0  Y I  Y 3 - 2 5 0 0  Y 2  Y 3 ·  
U s i n g  t h e  M a t h e m a t i c a  i n s t r u c t i o n s  g i v e n  i n  A p p e n d i x  F  u n d e r  t h e  n a m e  " M a t h e m a t i c a  
3 " ,  w e  g e t  g r a p h i c a l  s o l u t i o n s  a s  s h o w n  i n  F i g u r e  5 . 9 .  
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F i g u r e  5 . 9  P r o b l e m  D 4  o f  E n r i g h t  e t  a l .  S o l v e d  w i t h  M a t h e m a t i c a  
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T a b l e  G . 3  o f  A p p e n d i x  G  i s  a  t a b l e  o f  p e r f o r m a n c e s  o f  t h e  M E B D F ,  V O D E ,  
L S O D E ,  a n d  E P S O D E  r o u t i n e s .  A  g r a p h i c a l  s o l u t i o n s  o f  t h i s  D 4  p r o b l e m s  s o l v e d  w i t h  
M E B D F  i s  s h o w n  i n  F i g u r e  5 . 1  0 .  
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F i g u r e  5 . 1 0  P r o b l e m  D 4  o f E n r i g h t  e t  a l .  S o l v e d  w i t h  M E B D F  
B y  i n v e s t i g a t i n g  T a b l e  G . 3  a n d  a s s u m i n g  t h a t  e v a l u a t i n g  t h e  J a c o b i a n  m a t r i x  i s  
r e l a t i v e l y  m o r e  e x p e n s i v e  t h a n  e v a l u a t i n g  t h e  f u n c t i o n  f ( t , y ) ,  i t  c a n  b e  c o n c l u d e d  t h a t  f o r  
t h e s e  p r o b l e m s ,  M E B D F  g i v e s  t h e  b e s t  p e r f o r m a n c e  a m o n g  t h e  f o u r  p a c k a g e s .  
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5 . 6  A n a l y s i s  o f  G u p t a  a n d  W a l l a c e ' s  P r o b l e m  
M a t h e m a t i c a  n e e d s  1 5 2 3  s t e p s  t o  s o l v e  t h e s e  p r o b l e m s  f r o m  0  t o  1 0 .  I n  o r d e r  t o  
g e t  M a t h e m a t i c a  s u c c e s s f u l l y  t o  i n t e g r a t e  t h e  p r o b l e m s  f r o m  0  t o  1 0 ,  w e  h a v e  t o  s u p p l y  
t o  t h e  N D S o l v e  r o u t i n e  o f  M a t h e m a t i c a ,  a  p a r a m e t e r  M a x S t e p  w i t h  a  v a l u e  n o t  l e s s  t h a n  
1 5 2 3 .  O t h e r w i s e ,  M a t h e m a t i c a  w i l l  a u t o m a t i c a l l y  s t o p  t h e  e x e c u t i o n ,  a n d  g i v e s  t h e  
m e s s a g e :  
N D S o l v e  : :  m x s t :  
M a x i m u m  n u m b e r  o f  5 0 0  s t e p s  r e a c h e d  a t  t h e  p o i n t  3 . 2 7 8 7 1 .  
W i t h o u t  s u p p l y i n g  t h e  p a r a m e t e r  M a x S t e p ,  M a t h e m a t i c a  w i l l  a u t o m a t i c a l l y  g i v e  5 0 0  
s t e p s  a s  a  d e f a u l t  v a l u e  f o r  M a x S t e p .  F i g u r e  5 . 1 1  s h o w s  g r a p h i c a l  s o l u t i o n s  r e s u l t i n g  
f r o m  M a t h e m a t i c a  f o r  t h e s e  p r o b l e m s .  
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F i g u r e  5 . 1 1  G u p t a  a n d  W a l l a c e ' s  P r o b l e m  S o l v e d  w i t h  
M a t h e m a t i c a  
1 0  
1 0 0  
G u p t a  a n d  W a l l a c e  [ 5 3 ]  s t a t e d  t h a t  f o r  t h e  c h o i c e s  o f  v  =  - 8 0  a n d  w  =  8 ,  t h e s e  p r o b l e m s  
a r e  s t i f f .  W h a t e v e r  t h e  c h o i c e s  o f v  a n d  w ,  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  w i l l  b e  f o u n d  a s  y
1  
=  e t  a n d  
y
2  
=  e t .  T h e  p r o b l e m s  i s  n o n - s t i f f i f v  a n d  w a r e  c h o s e n  t o  b e  1  a n d  0  r e s p e c t i v e l y .  
T h e s e  p r o b l e m s  w e r e  a l s o  s o l v e d  u s i n g  t h e  M E B D F ,  L S O D E ,  V O D E ,  a n d  
E P S O D E  r o u t i n e s .  T h e  p e r f o r m a n c e s  o f  t h e  f o u r  r o u t i n e s  i n  s o l v i n g  t h e s e  p r o b l e m s  i s  
g i v e n  i n  T a b l e  G . 4  o f  A p p e n d i x  G .  B y  a s s u m i n g  t h a t  e v a l u a t i o n  o f  t h e  J a c o b i a n  m a t r i x  
w i l l  t a k e  m o r e  c o m p u t i n g  t i m e  t h a n  e v a l u a t i o n  o f t h e  f u n c t i o n  f ( t , y ) ,  i t  c a n  b e  s a i d  t h a t  o f  
t h e  f o u r  r o u t i n e s ,  M E B D F  g i v e s  t h e  b e s t  p e r f o r m a n c e .  F i g u r e  5 . 1 2  s h o w s  g r a p h i c a l  
s o l u t i o n s  f r o m  V O D E  o n  t h e s e  p r o b l e m s .  
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F i g u r e  5 . 1 2  G u p t a  a n d  W a l l a c e ' s  P r o b l e m  S o l v e d  w i t h  V O D E  
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C H A P T E R  V I  
C O N C L U S I O N S  A N D  S U G G E S T I O N S  
I t  i s  n o t  e a s y  t o  d e f i n e  s t i f f n e s s  o f  O D E s  p r e c i s e l y  i n  m a t h e m a t i c a l  t e r m i n o l o g y .  
T h e  c o m m o n  a p p r o a c h e s  t o  u n d e r s t a n d i n g  s t i f f n e s s  a r e  t o  i n v e s t i g a t e  p r o b l e m s  b a s e d  o n  
v a r i o u s  a s p e c t s  o f  p h e n o m e n a .  I f  t h e  p a c e s  o f  d e c a y  o f  t h e  p a s t  a n d  t h e  s l o w  m o d e  o f  
s o l u t i o n s  a r e  t o o  d i s p a r a t e ,  t h e n  p r o b l e m s  a r e  p o t e n t i a l l y  s t i f f .  K i d n e y  p r o b l e m s  a n d  t h e  
p r o b l e m s  p r o p o s e d  b y  G u p t a  a n d  W a l l a c e  a r e  a m o n g  e x a m p l e s  t h a t  c a n  b e  e i t h e r  s t i f f  o r  
n o n s t i f f .  I n  t h e s e  s i t u a t i o n s ,  t h e  c l a s s i f i c a t i o n  d e p e n d s  o n  t h e  c h o i c e  o f  i n i t i a l  c o n d i t i o n s .  
U s e r s  w h o  s o l v e  O D E  p r o b l e m s  u s i n g  h i g h - l e v e l  l a n g u a g e s  s h o u l d  b e  a w a r e  o f  
s t i f f n e s s '  e x i s t e n c e ,  s i n c e  o t h e r w i s e  t h e y  c a n  g e t  s o l u t i o n s  t h a t  d o  n o t  c o n v e r g e  t o  t h e  
c o r r e c t  o n e s .  S i n c e  a l l  w e l l - k n o w n  e x p l i c i t  m e t h o d s  a r e  n o t  s u i t a b l e  f o r  s o l v i n g  s t i f f  
O D E  p r o b l e m s ,  t h e  O D E  s o l v e r s  a r e  r e c o m m e n d e d  t o  h a v e  t o o l s  f o r  d e t e c t i n g  s t i f f n e s s .  
T h e s e  t o o l s  w i l l  b e  v e r y  u s e f u l  e s p e c i a l l y  w h e n  w e  n e e d  t o  m i n i m i z e  t h e  C P U  t i m e  o f  
c o m p u t a t i o n .  I t  i s  u n d e n i a b l e  t h a t  e x p l i c i t  m e t h o d s  a r e  n o t  r e c o m m e n d e d  f o r  h a n d l i n g  
s t i f f  p r o b l e m s .  T h e  m o d i f i e d  E u l e r  a n d  e x p o n e n t i a l  m e t h o d s  a r e  o n l y  r e c o m m e n d e d  f o r  
s o l v i n g  s t i f f  O D E  p r o b l e m s  w h e r e  a c c u r a c i e s  a r e  n o t  t a k e n  i n t o  c o n s i d e r a t i o n .  
F r o m  s o l v i n g  s e v e r a l  s t i f f  p r o b l e m s  u s i n g  t h e  M E B D F ,  L S O D E ,  V O D E ,  a n d  
E P S O D E ,  w e  c a n  s e e  t h a t  t h e  s t e p s i z e s  v a r y  o v e r  t h e  w h o l e  r a n g e  o f  c o m p u t a t i o n s .  A n d  
s o  d o  t h e  o r d e r s  o f  t h e  m e t h o d s .  T h i s  o c c u r s  b e c a u s e  i n  s o m e  i n t e r v a l s  t h e  p r o b l e m s  c a n  
1 0 1  
1 0 2  
b e  v e r y  s t i f f ,  s t i f f ,  m i l d l y  s t i f f ,  o r  e v e n  n o n s t i f f .  T h i s  i s  o n e  r e a s o n  w h y  a  g o o d  O D E  
s o l v e r  w i l l  s u p p o r t  b o t h  i m p l i c i t  a n d  e x p l i c i t  m e t h o d s .  B a c k w a r d  d i f f e r e n t i a t i o n  f o r m u l a e  
a n d  A d a m  p r e d i c t o r - c o r r e c t o r  m e t h o d s  a r e  a m o n g  t h e  m o s t  p o p u l a r  m e t h o d s  u s e d  t o  
s o l v e  s t i f f  a n d  n o n s t i f f  p r o b l e m s  r e s p e c t i v e l y .  
R e c e n t l y ,  S h a m p i n e  a n d  R e i c h e l t  [ I n f o r m a t i o n  t a k e n  f r o m  N e t s c a p e  w i t h  a d d r e s s  
h t t p : / / w w w . m a t h w o r k s . c o m / p a p e r . h t m l ]  h a v e  d e v e l o p e d  t o o l s  f o r  s o l v i n g  O D E  p r o b l e m s  
u s i n g  M a t l a b .  T h e y  h a v e  i n t r o d u c e d  a  n e w  f a m i l y  o f  f o r m u l a s  f o r  t h e  s o l u t i o n  o f  s t i f f  
p r o b l e m s .  T h e y  c a l l  t h e s e  f o r m u l a s  n u m e r i c a l  d i f f e r e n t i a t i o n  f o r m u l a s  ( N D F ) .  T h e y  a l s o  
c l a i m e d  t h a t  t h e s e  N D F  a r e  m o r e  e f f i c i e n t  t h a n  t h e  B D F ,  e v e n  t h o u g h  t h e y  a g r e e  t h a t  a  
c o u p l e  o f  t h e  h i g h e r  o r d e r  f o r m u l a s  a r e  r a t h e r  l e s s  s t a b l e .  S i n c e  M a t l a b ,  M a p l e  a n d  
M a t h e m a t i c a  c a n  a c c e s s  r o u t i n e s  t h a t  a r e  c o d e d  i n  h i g h - l e v e l  l a n g u a g e s  l i k e  C  a n d  
F O R T R A N ,  i t  i s  r e c o m m e n d e d  t h a t  o r d i n a r y  u s e r s  o f  O D E s  l e a r n  h o w  t o  u s e  o n e  o f  
t h o s e  t h r e e  s o f t w a r e  p a c k a g e s .  F r o m  o u r  e x p e r i e n c e s  u s i n g  M a t h e m a t i c a  f o r  s o l v i n g  
O D E  p r o b l e m s ,  w e  h i g h l y  r e c o m m e n d  t h a t  o r d i n a r y  u s e r s  t r y  t o  l e a r n  h o w  t o  u s e  
M a t h e m a t i c a .  T h e  N D S o l v e  f u n c t i o n  o f  M a t h e m a t i c a  w i l l  a u t o m a t i c a l l y  c h o o s e  a n  
A d a m  p r e d i c t o r - c o r r e c t o r  m e t h o d  i f  i t  d e t e c t s  t h e  p r o b l e m  i s  n o n s t i f f ,  a n d  w i l l  c h o o s e  
B D F  i f  t h e  p r o b l e m  i s  s t i f f .  
F o r  t h e  f u t u r e ,  w e  t h i n k  r e s e a r c h e r s  w h o  w o r k  i n  t h e  f i e l d  o f  n u m e r i c a l  
c o m p u t a t i o n  s h o u l d  c o n s i d e r  d e v e l o p i n g  n u m e r i c a l  t o o l s  t h a t  c a n  b e  a t t a c h e d  t o  p a c k a g e s  
s u c h  a s  M a t l a b ,  M a t h e m a t i c a ,  o r  M a p l e .  
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1 ,  N o . 1 ,  M a r c h  1 9 7 5 ,  p a g e s  7 1 - 9 6 .  
1 7 .  B y r n e ,  G . D . ,  a n d  H i n d m a r s h ,  A . C . ,  S t i f f  O D E  S o l v e r s :  A  R e v i e w  o f  C u r r e n t  a n d  
C o m i n g  A t t r a c t i o n s ,  J .  C o m v u t .  P h v s i c s  7 0 ,  1 - 6 2 (  1 9 8 7 ) .  
1 8 .  C a l v o ,  M . ,  L i s b o n a ,  F . ,  a n d  M o n t i j a n o ,  J . ,  O n  t h e  S t a b i l i t y  o f  V  a r i a b l e - S t e p s i z e  
N o r d s i e c k  B D F  M e t h o d s ,  S I A M J .  N u m e r .  A n a l . ,  V o l .  2 4 ,  N o .  4 ,  A u g u s t  1 9 8 7 .  
1 9 .  C a r r o l l ,  J . ,  A  C o m p o s i t e  I n t e g r a t i o n  S c h e m e  f o r  t h e  N u m e r i c a l  S o l u t i o n  o f  S y s t e m s  
o f  O r d i n a r y  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  J .  C o m v u t .  A v v l .  M a t h .  2 5  ( 1 9 8 9 )  1 - 1 3 .  
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2 0 .  C a s h ,  J . R . ,  a n d  C o n s i d i n e ,  S . ,  A n  M E B D F  C o d e  f o r  S t i f f  I n i t i a l  V a l u e  P r o b l e m s ,  
A C M T r a n s a c t i o n s  o n  M a t h e m a t i c a l  S q f t w a r e ,  V o l .  1 8 ,  N o . 2 ,  J u n e  1 9 9 2 ,  P a g e s  1 4 2 -
1 5 5 .  
2 1 .  C a s h ,  J . R . ,  a n d  C o n s i d i n e ,  S . ,  M E B D F :  A  F O R T R A N  S u b r o u t i n e  f o r  S o l v i n g  F i r s t -
O r d e r  S y s t e m s  o f  S t i f f  I n i t i a l  V a l u e  P r o b l e m s  f o r  O r d i n a r y  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  
A C M  T r a n s a c t i o n s  o n  M a t h e m a t i c a l  S Q . f t w a r e ,  V o l .  1 8 ,  N o .  2 ,  J u n e  1 9 9 2 ,  p a g e s  1 5 6 -
1 5 8 .  
2 2 .  C h a n g ,  Y . F . ,  S o l v i n g  S T I F F  S y s t e m s  b y  T a y l o r  S e r i e s ,  J  C o m v u t .  A v v l .  M a t h .  3 1  
( M a y  1 9 8 9 )  2 5 1 - 2 6 9 .  
2 3 .  C h e n ,  T . C . ,  A u t o m a t i c  C o m p u t a t i o n  o f  E x p o n e n t i a l ,  L o g a r i t h m s ,  R a t i o s  a n d  S q u a r e  
R o o t s ,  I B M  J  R e s .  D e v e l o v . ,  J u l y  1 9 7 2 ,  p p .  3 8 0 - 3 8 8 .  
2 4 .  C o r l i s ,  G . ,  a n d  C h a n g ,  Y . F . ,  S o l v i n g  O r d i n a r y  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s  U s i n g  T a y l o r  
S e r i e s ,  A C M  T r a n s a c t i o n s  o n  M a t h e m a t i c a l  S Q . f t w a r e ,  V o l .  8 ,  N o .  2 ,  J u n e  1 9 8 2 ,  
p a g e s  1 1 4 - 1 4 4 .  
2 5 .  C r a n e ,  R . L . ,  a n d  K l o p f e n s t e i n ,  R . W . ,  A  P r e d i c t o r - C o r r e c t o r  A l g o r i t h m  w i t h  a n  
I n c r e a s e d  R a n g e  o f  A b s o l u t e  S t a b i l i t y ,  J A C M ,  V o l .  1 2 ,  N o . 2  ( A p r i l 1 9 6 5 ) ,  p p .  2 2 7 -
2 4 1 .  
2 6 .  D a h l q u i s t ,  G . ,  B j o r c k ,  A . ,  N u m e r i c a l  M e t h o d s ,  P r e n t i c e - H a l l ,  I n c . ,  1 9 7 4 .  
2 7 .  D a h l q u i s t ,  G . ,  C o n v e r g e n c e  a n d  S t a b i l i t y  I n  t h e  N u m e r i c a l  I n t e g r a t i o n  o f  O r d i n a r y  
D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  M a t h .  S c a n d  4  ( 1 9 5 6 ) ,  3 3 - 5 3 .  
2 8 .  D a h l q u i s t ,  G . G . ,  A  S p e c i a l  S t a b i l i t y  P r o b l e m  F o r  L i n e a r  M u l t i s t e p  M e t h o d s ,  B I T  3  
( 1 9 6 3 ) ,  2 7 - 4 3 .  
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2 9 .  D a h l q u i s t ,  G . G . ,  L i n i g e r ,  W . ,  a n d  N e v a n l i n n a ,  0 . ,  S t a b i l i t y  o f  T w o - S t e p  M e t h o d s  f o r  
V a r i a b l e  I n t e g r a t i o n  S t e p s ,  S I A M  J  N u m e r .  A n a l . ,  V o l .  2 0 ,  N o . 5 ,  O c t o b e r  1 9 8 3 ,  p p .  
1 0 7 1 - 1 0 8 5 .  
3 0 .  D a v i s ,  M . E . ,  N u m e r i c a l  M e t h o d s  &  M o d e l i n g  f o r  C h e m i c a l  E n g i n e e r s ,  J o h n  W i l e y  &  
S o n s ,  1 9 8 4 .  
3 1 .  D e r r ,  L . ,  O u t l a w ,  C . ,  a n d  S a r a f y a n ,  D . ,  A  N e w  M e t h o d  f o r  D e r i v a t i o n  o f  C o n t i n u o u s  
R u n g e - K u t t a  F o r m u l a s ,  C o m p u t e r s  M a t h .  A a p l i c . ,  V o l .  2 6 ,  N o . 3 ,  p p .  7 - 1 3 ,  1 9 9 3 .  
3 2 .  D e u f l h a r d ,  P . ,  O r d e r  a n d  S t e p s i z e  C o n t r o l  i n  E x t r a p o l a t i o n  M e t h o d s ,  N u m e r .  M a t h .  
4 1 ,  3 9 9 - 4 2 2 ( 1 9 8 3 ) .  
3 3 .  D e u f l h a r d ,  P . ,  R e c e n t  P r o g r e s s  i n  E x t r a p o l a t i o n  M e t h o d s  f o r  O r d i n a r y  D i f f e r e n t i a l  
E q u a t i o n s ,  S I A M  R e v i e w ,  V o l .  2 7 ,  N o . 4 ,  D e c e m b e r  1 9 8 5 .  
3 4 .  D i e c i ,  L . ,  a n d  E s t e p  D . ,  S o m e  S t a b i l i t y  A s p e c t s  o f  S c h e m e s  f o r  t h e  A d a p t i v e  
I n t e g r a t i o n  o f  S t i f f  I n i t i a l  V a l u e  P r o b l e m s ,  S I A M  J  S c i .  S t a t .  C o m p u t . ,  V o l .  1 2 ,  N o .  
6 ,  p p .  1 2 8 4 - 1 3 0 3 ,  N o v e m b e r  1 9 9 1 .  
3 5 .  D i s t e f a n o ,  G .  P . ,  C a u s e s  o f  I n s t a b i l i t i e s  i n  N u m e r i c a l  I n t e g r a t i o n  T e c h n i q u e s ,  
I n t e r n a t i o n a l  J  C a m p .  M a t h . ,  1 9 6 8 ,  V o l .  2 ,  p p .  1 2 3 - 1 4 2 .  
3 6 .  E n r i g h t ,  W . H . ,  A  N e w  E r r o r - c o n t r o l  f o r  I n i t i a l  V a l u e  S o l v e r s ,  J  C o m p u t .  A p v l .  M a t h .  
3 1  ( M a y  1 9 8 9 )  2 8 8 - 3 0 1 .  
3 7 .  E n r i g h t ,  W . H . ,  a n d  P r y c e ,  J . D . ,  T w o  F O R T R A N  P a c k a g e s  f o r  A s s e s s i n g  I n i t i a l  V a l u e  
M e t h o d s ,  A C M  T r a n s a c t i o n s  o n  M a t h e m a t i c a l  S o f t w a r e ,  V o l .  1 3 ,  N o .  1 ,  M a r c h  1 9 8 7 ,  
p p .  1 - 2 7 .  
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3 8 .  E n r i g h t ,  W . H . ,  a n d  S e w a r d ,  W . L . ,  A c h i e v i n g  T o l e r a n c e  P r o p o r t i o n a l i t y  i n  S o f t w a r e  
f o r  S t i f f l n i t i a l - V a l u e  P r o b l e m s ,  C o m v u t i n g  4 2 ,  3 4 1 - 3 5 2  ( 1 9 8 9 ) .  
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3 9 .  E n r i g h t ,  W . H . ,  H u l l ,  T . E . ,  a n d  L i n d b e r g ,  B . ,  C o m p a r i n g  N u m e r i c a l  M e t h o d s  F o r  S t i f f  
S y s t e m s  o f O . D . E : s ,  B I T  1 5 ( 1 9 7 5 ) ,  1 0 - 4 8 .  
4 0 .  F a t u n l a ,  S . O . ,  A n  I m p l i c i t  T w o - P o i n t  N u m e r i c a l  I n t e g r a t i o n  F o r m u l a  f o r  L i n e a r  a n d  
N o n l i n e a r  S t i f f  S y s t e m s  o f  O r d i n a r y  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  M a t h e m a t i c s  o f  
C o m p u t a t i o n ,  V o l .  3 2 ,  N o .  1 4 1 ,  J a n u a r y  1 9 7 8 ,  p p .  1 - 1 1 .  
4 1 .  F o x ,  L . ,  a n d  M a y e r s ,  D . F . ,  O n  t h e  N u m e r i c a l  S o l u t i o n  o f  I m p l i c i t  O r d i n a r y  
D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  I M A  J  N u m e r .  A n a l .  ( 1 9 8 1 )  1 ,  3 7 7 - 4 0 1 .  
4 2 .  G e a r ,  C . W . ,  a n d  T u ,  K . W . ,  T h e  E f f e c t  o f V a r i a b l e  M e s h  o n  t h e  S t a b i l i t y  o f  M u l t i s t e p  
M e t h o d s ,  S I A M  J  N u m e r .  A n a l . ,  V o l .  1 1 ,  N o . 5 ,  O c t o b e r  1 9 7 4 .  
4 3 .  G e a r ,  C . W . ,  a n d  W a t a n a b e ,  D . S . ,  S t a b i l i t y  a n d  C o n v e r g e n c e  o f  V a r i a b l e  O r d e r  
M u l t i s t e p  M e t h o d s ,  S I A M J  N u m e r .  A n a l . ,  V o l .  1 1 ,  N o . 5 ,  O c t o b e r  1 9 7 4 .  
4 4 .  G e a r ,  C . W . ,  N u m e r i c a l  I n i t i a l  V a l u e  P r o b l e m  I n  O r d i n a r y  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  
P r e n t i c e - H a l l ,  I n c . ,  1 9 7 1 .  
4 5 .  G e a r ,  C . W . ,  R u n g e - K u t t a  S t a r t e r s  f o r  M u l t i s t e p  M e t h o d s ,  A C M  T r a n s a c t i o n s  o n  
M a t h e m a t i c a l  S o f t w a r e ,  V o l .  6 ,  N o .  3 ,  S e p t e m b e r  1 9 8 0 ,  p a g e s  2 6 3 - 2 7 9 .  
4 6 .  G e a r ,  C . W . ,  T h e  A u t o m a t i c  I n t e g r a t i o n  o f  S t i f f  O r d i n a r y  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  
I n f o r m a t i o n  P r o c e s s i n g  6 8  - N o r t h - H o l l a n d  P u b l i s h i n g  C o m p a n y  - A m s t e r d a m ,  1 8 7 -
1 9 3  ( 1 9 6 9 ) .  
4 7 .  G e r l a c h ,  J . ,  A c c e l e r a t e d  C o n v e r g e n c e  i n  N e w t o n ' s  M e t h o d ,  S I A M  R e v i e w ,  V o l .  3 6 ,  
N o .  2 ,  p p .  2 7 2 - 2 7 6 ,  J u n e  1 9 9 4 .  
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1 0 8  
4 8 .  G l a d w e l l ,  I . ,  S h a m p i n e ,  L . F . ,  a n d  B r a n k i n ,  R . W . ,  A u t o m a t i c  S e l e c t i o n  o f  t h e  I n i t i a l  
S t e p  S i z e  f o r  a n  O D E  S o l v e r ,  J  C o m P u t .  A P P I .  M a t h .  1 8 ( 1 9 8 7 )  1 7 5 - 1 9 2 .  
4 9 .  G o l u b ,  G . H . ,  a n d  O r t e g a ,  J . M . ,  S c i e n t i f i c  C o m P u t i n g  a n d  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  
A c a d e m i c  P r e s s ,  I n c . ,  1 9 8 1 ,  1 9 9 2 .  
5 0 .  G o t t w a l d ,  B . A . ,  a n d  W a n n e r ,  G . ,  A  R e l i a b l e  R o s e n b r o c k  I n t e g r a t o r  f o r  S t i f f  
D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  C o m p u t i n g  2 6 , 3 5 5 - 3 6 0  ( 1 9 6 1 ) .  
5 1 .  G r a g g ,  W . B . ,  a n d  S t e t t e r ,  H . J . ,  G e n e r a l i z e d  M u l t i s t e p  P r e d i c t o r - C o r r e c t o r  M e t h o d s ,  
J A C M ,  V o l .  1 1 ,  N o . 2  ( A p r i l 1 9 6 4 ) ,  p p .  1 8 8 - 2 0 9 .  
5 2 .  G r o e n e w e g ,  J . ,  a n d  S p i j k e r ,  M . N . ,  O n  t h e  E r r o r  D u e  t o  t h e  S t o p p i n g  o f  t h e  N e w t o n  
I t e r a t i o n  i n  I m p l i c i t  L i n e a r  M u l t i s t e p  M e t h o d s ,  P r o c e e d i n g  Q . f  t h e  1 5 t h  D u n d e e  
C o n f e r e n c e ,  J u n e - J u l y  1 9 9 3 .  
5 3 .  G u p t a ,  G . K . ,  a n d  W a l l a c e ,  C . S . ,  S o m e  N e w  M e t h o d s  f o r  S o l v i n g  O r d i n a r y  
D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  M a t h e m a t i c s  Q , ( C o m P u t a t i o n ,  V o l .  2 9 ,  N o .  1 3 0 ,  A p r i l  1 9 7 5 ,  
p p .  4 8 9 - 5 0 0 .  
5 4 .  G u p t a ,  G . K . ,  S a c k s - D a v i s ,  R . ,  a n d  T i s c h e r ,  P . E . ,  A  R e v i e w  o f  R e c e n t  D e v e l o p m e n t s  
i n  S o l v i n g  O D E s ,  C o m P u t i n g  S u r v e v s ,  V o l .  1 7 ,  N o .  1 ,  M a r c h  1 9 8 5 ,  p p .  5 - 4 7 .  
5 5 .  G u s t a f s s o n ,  K . ,  L u d h ,  M . ,  a n d  S o d e r l i n d ,  G . ,  A  P I  S t e p s i z e  f o r  t h e  N u m e r i c a l  
S o l u t i o n  o f  O r d i n a r y  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  B l i .  2 8  ( 1 9 8 8 ) ,  2 7 0 - 2 8 7 .  
5 6 .  H a i r e r ,  E . ,  a n d  W a n n e r ,  G . ,  S o l v i n g  O r d i n a r y  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s  I I ,  S p r i n g e r -
V e r l a g  B e r l i n  H e i d e l b e r g ,  1 9 9 1 .  
5 7 .  H a i r e r ,  E . ,  N o r s e t t ,  S . P . ,  a n d  W a n n e r ,  G . ,  S o l v i n g  O r d i n a r y  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s  I ,  
S p r i n g e r - V e r l a g  B e r l i n  H e i d e l b e r g  1 9 8 7 ,  1 9 9 3  .  
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1 0 9  
5 8 .  H a l l ,  G . ,  A  N e w  S t e p s i z e  S t r a t e g y  f o r  R u n g e - K u t t a  C o d e s ,  N u m e r i c a l  A n a l y s i s  
R e v o r t  N o .  2 4 5 .  U n i v e r s i z y  o f  M a n c h e s t e r .  M a n c h e s t e r  C e n t r e  f o r  C o m v u t a t i o n a l  
M a t h e m a t i c s ,  M a r c h  1 9 9 4 .  
5 9 .  H a l l ,  G . ,  S t a b i l i t y  A n a l y s i s  o f  P r e d i c t o r - C o r r e c t o r  A l g o r i t h m  o f  A d a m s  T y p e ,  S I A M  
J  N u m e r .  A n a l . ,  V o l .  1 1 ,  N o . 3 ,  J u n e  1 9 7 4 .  
6 0 .  H a v i e ,  T . ,  R o m b e r g  I n t e g r a t i o n  A s  a  P r o b l e m  i n  I n t e r p o l a t i o n  T h e o r y ,  B I T  1 7  ( 1 9 7 7 ) ,  
4 1 8 - 4 2 9 .  
6 1 .  H e n r i c i ,  P . ,  D i s c r e t e  V a r i a b l e  M e t h o d s  I n  O r d i n a r v  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  J o h n  
W i l e y  &  S o n s ,  I n c . ,  1 9 6 2 .  
6 2 .  H i g h a m ,  D . J . ,  a n d  T r e f e t h e n ,  L . N . ,  S t i f f n e s s  o f  O D E s ,  B J I . 3 3  ( 1 9 9 3 ) ,  2 8 5 - 3 0 3 .  
6 3 .  H i n d m a r s h ,  A . C . ,  a n d  P e t z o l d ,  L . R . ,  A l g o r i t h m s  a n d  S o f t w a r e  f o r  O r d i n a r y  
D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s  a n d  D i f f e r e n t i a l  A l g e b r a i c  E q u a t i o n s ,  P a r t  I :  E u l e r  M e t h o d s  
a n d  E r r o r  E s t i m a t i o n ,  C o m v u t e r s  i n  P h v s i c s ,  V o l .  9 ,  N o . 1 ,  J a n / F e b  1 9 9 5 ,  p p .  3 4 - 4 1 .  
6 4 .  H i n d m a r s h ,  A . C . ,  a n d  P e t z o l d ,  L . R . ,  A l g o r i t h m s  a n d  S o f t w a r e  f o r  O r d i n a r y  
D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s  a n d  D i f f e r e n t i a l  A l g e b r a i c  E q u a t i o n s ,  P a r t  I I :  H i g h e r - O r d e r  
M e t h o d s  a n d  S o f t w a r e  P a c k a g e s ,  C o m v u t e r s  i n  P h y s i c s ,  V o l .  9 ,  N o .  1 ,  M a r / A p r  
1 9 9 5 ,  p p .  1 4 8 - 1 5 5 .  
6 5 .  H u l l ,  T . E . ,  E n r i g h t ,  W . H . ,  F e l l e n ,  B . M . ,  a n d  S e d g w i c k ,  A . E . ,  C o m p a r i n g  N u m e r i c a l  
M e t h o d s  F o r  O r d i n a r y  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  S I A M  J  N u m e r .  A n a l . ,  V o l .  9 . ,  N o . 4 ,  
D e c e m b e r  1 9 7 2 ,  p p .  6 0 3 - 6 3  7 .  
6 6 .  J a i n ,  M . K . ,  N u m e r i c a l  S o l u t i o n  o f  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  W i l e y  E a s t e r n  L i m i t e d ,  
1 9 7 9 .  
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6 7 .  J e l t s c h ,  R . ,  a n d  N e v a n l i n n a ,  0 . ,  D a h l q u i s t ' s  F i r s t  B a r r i e r  f o r  M u l t i s t a g e  M u l t i s t e p  
F o r m u l a s ,  B I T 2 4  ( 1 9 8 4 ) ,  5 3 8 - 5 5 5 .  
6 8 .  J e l t s c h ,  R . ,  a n d  N e v a n l i n n a ,  0 . ,  S t a b i l i t y  a n d  A c c u r a c y  o f  T i m e  D i s c r e t i z a t i o n s  f o r  
I n i t i a l  V a l u e  P r o b l e m s ,  N u m e r .  M a t h .  4 0 , 2 4 5 - 2 9 6  ( 1 9 8 2 ) .  
6 9 .  J e l t s c h ,  R . ,  a n d  N e v a n l i n n a ,  0 . ,  S t a b i l i t y  o f  E x p l i c i t  T i m e  D i s c r e t i z a t i o n s  f o r  S o l v i n g  
I n i t i a l  V a l u e  P r o b l e m s ,  N u m e r .  M a t h .  3 7 , 6 1 - 9 1  ( 1 9 8 1 ) .  
7 0 .  K i r c h g r a b e r ,  U . ,  M u l t i - S t e p  M e t h o d s  a r e  E s s e n t i a l l y  O n e - S t e p  M e t h o d s ,  N u m e r .  
M a t h .  4 8 ,  8 5 - 9 0 ( 1 9 8 6 ) .  
7 1 .  K o c k l e r ,  N . ,  N u m e r i c a l  M e t h o d s  a n d  S c i e n t i f i c  C o m v u t i n g  U s i n g  S Q , f t w a r e  L i b r a r i e s  
f o r  P r o b l e m  S o l v i n g ,  C l a r e n d o n  P r e s s  O x f o r d ,  1 9 9 4 .  
7 2 .  K o h f e l d ,  J . J . ,  a n d  T h o m p s o n ,  G . T . ,  M u l t i s t e p  M e t h o d s  w i t h  M o d i f i e d  P r e d i c t o r s ,  , L  
. K ; M ,  V o l .  1 4 ,  N o . 1 ,  J a n u a r y  1 9 6 7 ,  p p .  1 5 5 - 1 6 6 .  
7 3 .  K r o g h ,  F . T . ,  A  T e s t  f o r  I n s t a b i l i t y  i n  t h e  N u m e r i c a l  S o l u t i o n  o f  O r d i n a r y  D i f f e r e n t i a l  
E q u a t i o n s ,  J  A C M V o l .  1 4 ,  N o . 2 ,  A p r i l 1 9 6 7 ,  p p .  3 5 1 - 3 5 4 .  
7 4 .  K r o g h ,  F . T . ,  A  V a r i a b l e  S t e p  V a r i a b l e  O r d e r  M u l t i s t e p  M e t h o d  f o r  t h e  N u m e r i c a l  
S o l u t i o n  o f  O r d i n a r y  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  I n f o r m a t i o n  P r o c e s s i n g  6 8  - N o r t h -
H o l l a n d  P u b l i s h i n g  C o m p a n y - A m s t e r d a m  ( 1 9 6 9 ) ,  p p .  1 9 4 - 1 9 9 .  
7 5 .  K r o g h ,  F . T . ,  a n d  S t e w a r t ,  K . ,  A s y m p t o t i c  ( h  ~ o o )  A b s o l u t e  S t a b i l i t y  f o r  B D F s  
A p p l i e d  t o  S t i f f  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  A C M  T r a n s a c t i o n s  o n  M a t h e m a t i c a l  
S Q , f t w a r e ,  V o l .  1 0 ,  N o .  1 ,  M a r c h  1 9 8 4 ,  p a g e s  4 5 - 5 7 .  
7 6 .  K r o g h ,  F . T . ,  O n  T e s t i n g  a  S u b r o u t i n e  f o r  t h e  N u m e r i c a l  I n t e g r a t i o n  o f  O r d i n a r y  
D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  J  A C M V o l .  2 0 .  N o . 4 ,  O c t o b e r  1 9 7 3 ,  p p .  5 4 5 - 5 6 2 .  
L  
I l l  
7 7 .  L a m b e r t ,  J . D . ,  A  S t a b l e  S e q u e n c e  o f  S t e p l e n g t h s  f o r  E u l e r ' s  R u l e  A p p l i e d  t o  S t i f f  
S y s t e m s  o f  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  C o m v .  &  M a t h s .  w i t h  A v v l . ,  V o l .  1 2 B ,  N o .  5 / 6 ,  
p p .  1 1 4 1 - 1 1 5 1 ,  1 9 8 6 .  
7 8 .  L a m b e r t ,  J . D . ,  N u m e r i c a l  M e t h o d s  F o r  O r d i n a r y  D i f f e r e n t i a l  S y s t e m s ,  J o h n  W i l e y  &  
S o n s ,  L t d . ,  1 9 9 1 .  
7 9 .  L a p i d u s ,  L . ,  a n d  S c h i e s s e r ,  W . E . ,  N u m e r i c a l  M e t h o d s  f o r  D i f f e r e n t i a l  S y s t e m s ,  
A c a d e m i c  P r e s s ,  I n c . ,  1 9 7 6 .  
8 0 .  L a p i d u s ,  L . ,  a n d  S e i n f e l d ,  J . H . ,  N u m e r i c a l  S o l u t i o n  Q , (  O r d i n a r y  D i f f e r e n t i a l  
E q u a t i o n s ,  A c a d e m i c  P r e s s ,  I n c . ,  1 9 7 1 .  
8 1 .  L i n d b e r g ,  B . ,  A  S i m p l e  I n t e r p o l a t i o n  A l g o r i t h m  f o r  I m p r o v e m e n t  o f  t h e  N u m e r i c a l  
S o l u t i o n  o f  a  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n ,  S I A M  J  N u m e r .  A n a l . ,  V o l .  9 ,  N o . 4 ,  1 9 7 2 ,  p p .  
6 6 2 - 6 6 8 .  
8 2 .  L i n d b e r g ,  B . ,  C h a r a c t e r i z a t i o n  o f  O p t i m a l  S t e p s i z e  S e q u e n c e s  f o r  M e t h o d s  f o r  S t i f f  
D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  S I A M J  N u m e r .  A n a l . ,  V o l .  1 4 ,  N o . 5 ,  O c t o b e r  1 9 7 7 .  
8 3 .  L i n d b e r g ,  B . ,  O n  a  D a n g e r o u s  P r o p e r t y  o f  M e t h o d s  f o r  S t i f f  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  
B I T  1 4  ( 1 9 7 4 ) ,  4 3 0 - 4 3 6 .  
8 4 .  L i n d b e r g ,  B . ,  O n  S m o o t h i n g  a n d  E x t r a p o l a t i o n  f o r  T h e  T r a p e z o i d a l  R u l e ,  B I T  1 1  
( 1 9 7 1 ) ,  2 9 - 5 2 .  
8 5 .  L i n i g e r ,  F . ,  a n d  O d e h ,  F . ,  A - S t a b l e ,  A c c u r a t e  A v e r a g i n g  o f  M u l t i s t e p  M e t h o d s  f o r  
S t i f f D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  I B M  J  R e s .  D e v e l o p . ,  J u l y  1 9 7 2 ,  p p .  3 3 5 - 3 4 8 .  
1 1 2  
8 6 .  L i n i g e r ,  W . ,  a n d  W i l l o u g h b y ,  R . A . ,  E f f i c i e n t  I n t e g r a t i o n  M e t h o d s  f o r  S t i f f  S y s t e m s  
o f  O r d i n a r y  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  S I A M  J  N u m e r .  A n a l . ,  V o l .  7 . ,  N o .  1 ,  M a r c h  
1 9 7 0 .  
8 7 .  L u ,  L . ,  T h e  S t a b i l i t y  o f  t h e  B l o c k  9 - M e t h o d s ,  I M A  J  N u m e r .  A n a l .  ( 1 9 9 3 )  1 3 ,  1 0 1 -
1 1 4 .  
8 8 .  L y n e s s ,  J . N . ,  A n  A l g o r i t h m  F o r  G a u s s - R o m b e r g  I n t e g r a t i o n ,  B I T  1 2 ( 1 9 7 2 ) ,  1 9 4 - 2 0 3 .  
8 9 .  M a e d e r ,  A . J . ,  A  G e n e r a l  P u r p o s e  O D E  S o l v e r  I m p l e m e n t a t i o n ,  J  C o m p u t .  A v v l .  
M a t h .  3 1  ( M a y  1 9 8 9 )  3 1 6 - 3 2 7 .  
9 0 .  M a r c h u c k ,  G . l . ,  N u m e r i c a l  M e t h o d s  a n d  A v v l i c a t i o n s ,  C R C  P r e s s ,  I n c . ,  1 9 9 4 .  
9 1 .  M i c k e n s ,  R . E . ,  D i f f e r e n c e  E q u a t i o n s ,  V a n  N o s t r a n d  R e i n h o l d  C o m p a n y  I n c . ,  1 9 8 7 .  
9 2 .  M i c k e n s ,  R . E . ,  N o n s t a n d a r d  F i n i t e  D i f f e r e n c e  M o d e l s  o f  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  
W o r l d  S c i e n t i f i c ,  C o . ,  P t e . ,  1 9 9 4 .  
9 3 .  N e t o ,  R . ,  a n d  R a o ,  R . ,  A  S t o c h a s t i c  A p p r o a c h  t o  G l o b a l  E r r o r  E s t i m a t i o n  i n  O D E  
M u l t i s t e p  N u m e r i c a l  I n t e g r a t i o n ,  J  C o m v u t .  A p v l .  M a t h .  3 0  ( 1 9 9 0 )  2 5 7 - 2 8 1 .  
9 4 .  O d e h ,  F . ,  S o m e  S t a b i l i t y  T e c h n i q u e s  f o r  M u l t i s t e p  M e t h o d s ,  I B M  J  R e s .  D e v e l o v . ,  
V o l .  3 1 ,  N o . 2 ,  M a r c h  1 9 8 7 ,  p p .  1 7 8 - 1 8 5 .  
9 5 .  P e t z o l d ,  L . ,  A u t o m a t i c  S e l e c t i o n  o f  M e t h o d s  f o r  S o l v i n g  S t i f f  a n d  N o n s t i f f  S y s t e m s  
o f  O r d i n a r y  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  S I A M  J  S c i .  S t a .  C o m v u t . ,  V o l .  4 . ,  N o .  1 ,  M a r c h  
1 9 8 3 .  
9 6 .  R a h m e ,  H . S . ,  S t a b i l i t y  A n a l y s i s  o f  a  N e w  A l g o r i t h m  U s e d  f o r  I n t e g r a t i n g  a  S y s t e m  
o f  O r d i n a r y  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  J  A C M ,  V o l .  1 7 ,  N o .  2 ,  A p r i l  1 9 7 0 ,  p p .  2 8 4 - 2 9 3 .  
1 1 3  
9 7 .  R i g g s ,  J .  B . ,  A n  I n t r o d u c t i o n  T o  N u m e r i c a l  M e t h o d s  f o r  C h e m i c a l  E n g i n e e r s ,  T e x a s  
T e c h  U n i v e r s i t y  P r e s s ,  1 9 9 4 .  
9 8 .  S e i f e r t ,  P . ,  C o m p u t a t i o n a l  E x p e r i m e n t s  w i t h  A l g o r i t h m s  f o r  S t i f f  O D E s ,  C o m p u t i n g ,  
3 8 ,  1 6 3 - 1 7 6  ( 1 9 8 7 ) .  
9 9 .  S h a m p i n e ,  L . F . ,  a n d  G o r d o n ,  M . K . ,  C o m v u t e r  S o l u t i o n  o f  O r d i n a r v  D i f f e r e n t i a l  
E q u a t i o n s ,  W . H .  F r e e m a n  a n d  C o m p a n y ,  1 9 7 5 .  
1  O O . S h a m p i n e ,  L . F  . ,  C o n t r o l  o f  S t e p  S i z e  a n d  O r d e r  i n  E x t r a p o l a t i o n  C o d e s ,  J  C o m v u t .  
A p p l .  M a t h .  1 8  (  1 9 8 7 )  3 - 1 6 .  
1 0 l . S h a m p i n e ,  L . F . ,  D i a g n o s i n g  S t i f f n e s s  f o r  R u n g e - K u t t a  M e t h o d s ,  S I A M  J  S c i .  S t a t .  
C o m v u t . ,  V o l .  1 2 ,  N o . 2 ,  p p .  2 6 0 - 2 7 2 ,  M a r c h  1 9 9 1 .  
1 0 2 . S h a m p i n e ,  L . F . ,  E f f i c i e n t  E x t r a p o l a t i o n  M e t h o d s  f o r  O D E s ,  I M A  J  N u m e r .  A n a l .  
( 1 9 8 3 )  3 ,  3 8 3 - 3 9 5 .  
1 0 3 . S h a m p i n e ,  L . F . ,  E v a l u a t i o n  o f  a  T e s t  S e t  f o r  S t i f f  O D E  S o l v e r s ,  A C M  T r a n s a c t i o n s  
o n  M a t h e m a t i c a l  S o f t w a r e ,  V o l .  7 ,  N o . 4 ,  D e c e m b e r  1 9 8 1 ,  p a g e s  4 0 9 - 4 2 0 .  
1 0 4 . S h a m p i n e ,  L . F . ,  I m p l e m e n t a t i o n  o f  R o s e n b r o c k  M e t h o d s ,  A C M  T r a n s a c t i o n s  o n  
M a t h e m a t i c a l  S o f t w a r e ,  V o l .  8 ,  N o . 2 ,  J u n e  1 9 8 2 ,  p a g e s  9 3 - 1 1 3 .  
1 0 5 . S h a m p i n e ,  L . F . ,  N u m e r i c a l  S o l u t i o n  o f O r d i n a r y  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  C h a p m a n  &  
H a l l ,  I n c . ,  1 9 9 4 .  
1 0 6 . S h a m p i n e ,  L . F . ,  T y p e - I n c e n t i v e  O D E  C o d e s  B a s e d  o n  I m p l i c i t  A - S t a b l e  F o r m u l a s ,  
M a t h e m a t i c s  o f C o m p u t a t i o n s ,  V o l .  3 6 ,  N o .  1 5 4 ,  A p r i l 1 9 8 1 ,  p p .  4 9 9 - 5 1 0 .  
1 0 7 . S h u b ,  M . ,  T h e  I m p l i c i t  F u n c t i o n  T h e o r e m  R e v i s i t e d ,  I B M  J  R e s .  D e v e l o v . ,  V o l .  3 8 ,  
. .  
N o . 3 ,  M a y  1 9 9 4 ,  p p .  2 5 9 - 2 6 3 .  
1 1 4  
1 0 8 . S k e e l ,  R . D . ,  T h i r t e e n  W a y s  t o  E s t i m a t e  G l o b a l  E r r o r ,  N u m e r .  M a t h .  4 8 ,  1 - 2 0 ( 1 9 8 6 ) .  
1 0 9 . S t e t t e r ,  H . J . ,  G l o b a l  E r r o r  E s t i m a t i o n  i n  A d a m s  P C - C o d e s ,  A C M  T r a n s a c t i o n s  o n  
M a t h e m a t i c a l  S o f t w a r e ,  V o l .  5 ,  N o . 4 ,  D e c e m b e r  1 9 7 9 ,  p a g e s  4 1 5 - 4 3 0 .  
l l O . S t e w a r t ,  K . ,  A v o i d i n g  S t a b i l i t y - i n d u c e d  I n e f f i c i e n c i e s  i n  B D F  M e t h o d s ,  J  C o m v u t .  
A p p l .  M a t h .  2 9  ( 1 9 9 0 ) ,  3 5 7 - 3 6 7 .  
l l l . S t o e r ,  J . ,  a n d  B u l i r s c h ,  R . ,  I n t r o d u c t i o n  t o  N u m e r i c a l  A n a l y s i s ,  S p r i n g e r - V e r l a g ,  
N e w  Y o r k ,  I n c . ,  1 9 8 0 .  
1 1 2 . S t o f f e r  D ,  a n d  N i p p ,  K . ,  I n v a r i a n t  C u r v e s  F o r  V a r i a b l e  S t e p  S i z e  I n t e g r a t o r s ,  B I T  
3 1 ( 1 9 9 1 ) ,  1 6 9 - 1 8 0 .  
1 1 3 . S t u a r t ,  A . M . ,  a n d  H u m p h r i e s ,  A . R . ,  M o d e l  P r o b l e m s  i n  N u m e r i c a l  S t a b i l i t y  T h e o r y  
f o r  I n i t i a l  V a l u e  P r o b l e m s ,  S I A M R e v i e w  V o l .  3 6 ,  N o . 2 ,  p p .  2 2 6 - 2 5 7 ,  J u n e  1 9 9 4 .  
1 1 4 . V i c h n e v e t s k y ,  R . ,  N e w  S t a b i l i t y  T h e o r e m s  C o n c e r n i n g  O n e - S t e p  N u m e r i c a l  
M e t h o d s  f o r  O r d i n a r y  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  M a t h e m a t i c s  a n d  C o m v u t e r s  i n  
S i m u l a t i o n  2 5  ( 1 9 8 3 )  1 9 9 - 2 0 5 .  
1 1 5 . W a l s t o n ,  D . E . ,  a n d  W a d d e l l ,  E . R . ,  A c c e l e r a t i o n  o f  C o n v e r g e n c e  o f  O n e - S t e p  
M e t h o d s  f o r  t h e  N u m e r i c a l  S o l u t i o n  o f  O r d i n a r y  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  I n t e r n a t i o n a l  
J o u r n a l  Q f C o m v u t e r  M a t h e m a t i c s ,  1 9 6 8 ,  V o 1 . 2 ,  p p .  2 3 - 3 3 .  
1 1 6 . W a l z ,  G . ,  E r r o r  B o u n d s  a n d  S t o p p i n g  R u l e s  f o r  E x t r a p o l a t i o n  M e t h o d s ,  I M A  J  
N u m e r .  A n a l .  ( 1 9 8 9 )  9 ,  1 8 5 - 1 9 8 .  
1 1 7 . W i l l e ,  D .  R . ,  E x p e r i m e n t s  i n  S t e p s i z e  C o n t r o l  f o r  A d a m s  L i n e a r  M u l t i s t e p  M e t h o d s ,  
N u m e r i c a l  A n a l y s i s  R e v o r t  N o .  2 5 3 .  U n i v e r s i t y  o f  M a n c h e s t e r .  M a n c h e s t e r  C e n t r e  
f o r  C o m p u t a t i o n a l  M a t h e m a t i c s ,  O c t o b e r  1 9 9 4 .  
1 1 5  
1 1 8 . W i l l e ,  D .  R . ,  N e w  S t e p s i z e  E s t i m a t o r s  f o r  L i n e a r  M u l t i s t e p  M e t h o d s ,  N u m e r i c a l  
A n a l v s i s  R e v o r t  N o .  2 4 7 .  U n i v e r s i { J l  q f  M a n c h e s t e r .  M a n c h e s t e r  C e n t r e  f o r  
C o m v u t a t i o n a l  M a t h e m a t i c s ,  M a r c h  1 9 9 4 .  
1 1 9 . Z h a n g ,  W . ,  T h e  S t a r t i n g  P r o c e d u r e  i n  V a r i a b l e - s t e p s i z e  V a r i a b l e - o r d e r  P E C E  C o d e s ,  
J  C o m v u t .  A v v l .  M a t h .  5 3  ( 1 9 9 4 )  7 3 - 8 6 .  
1 2 0 . Z l a t e v ,  Z . ,  A d v a n c e s  i n  T h e  T h e o r y  o f  V a r i a b l e  S t e p s i z e  V a r i a b l e  F o r m u l a  M e t h o d s  
f o r  O r d i n a r y  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  J  C o m v u t .  A v v l .  M a t h .  3 1  ( M a y  1 9 8 9 )  2 0 9 - 2 4 9 .  
1 2 l . Z l a t e v ,  Z . ,  a n d  T h o m s e n ,  P . G . ,  A u t o m a t i c  S o l u t i o n  o f  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s  B a s e d  
o n  t h e  U s e  o f  L i n e a r  M u l t i s t e p  M e t h o d s ,  A C M  T r a n s a c t i o n s  o n  M a t h e m a t i c a l  
S o f t w a r e ,  V o l .  5 . ,  N o . 4 ,  D e c e m b e r  1 9 7 9 ,  p a g e s  4 0 1 - 4 1 4 .  
A P P E N D I X  A  
S O F T W A R E  A V A I L A B I L I T Y  
I n f o r m a t i o n  a b o u t  h o w  t o  a c c e s s  s o f t w a r e  f r o m  t h e  I M S L ,  N A G ,  a n d  N E T L I B  
l i b r a r i e s ,  a n d  a  b r i e f  o v e r v i e w  o f  s o m e  p r o d u c t s  f o r  s o l v i n g  O D E s  w i l l  b e  g i v e n  i n  t h i s  
A p p e n d i x .  A l l  s o f t w a r e  i n  b o t h  t h e  I M S L  a n d  N A G  l i b r a r i e s  i s  c o m m e r c i a l .  S o ,  t h e s e  
r o u t i n e s  a r e  n o t  f r e e  o f  c h a r g e  s u c h  a s  t h e  s o f t w a r e  t h a t  i s  o f f e r e d  i n  t h e  N E T L I B  l i b r a r y :  
T h e  i n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  p r o d u c t s  a n d  s e r v i c e s  a v a i l a b l e  f r o m  N A G  c a n  b e  
o b t a i n e d  b y  s e n d i n g  e - m a i l  t o  i n f o d e s k @ n a g . c o m  o r  a c c e s s i n g  t h e  N A G  p a g e s  a t  
h t t p : / / w w w . n a g . c o . u k : 7 0 / .  A m o n g  t h e  p r o d u c t s  o f N A G  f o r  s o l v i n g  O D E s  a r e :  
- D 0 2 A G F  :  S o l v i n g  b o u n d a r y  v a l u e  p r o b l e m ,  s h o o t i n g  a n d  m a t c h i n g  t e c h n i q u e ,  
a l l o w i n g  i n t e r i o r  m a t c h i n g  p o i n t ,  g e n e r a l  p a r a m e t e r s  t o  b e  d e t e r m i n e d .  
- D 0 2 B A F :  S o l v i n g  I V P ,  R u n g e - K u t t a - M e r s o n  m e t h o d ,  o v e r  a  r a n g e  ( s i m p l e  d r i v e r ) .  
- D 0 2 B B F  :  S o l v i n g  I V P ,  R u n g e - K u t t a - M e r s o n  m e t h o d ,  o v e r  a  r a n g e ,  i n t e r m e d i a t e  
o u t p u t  ( s i m p l e  d r i v e r ) .  
- D 0 2 B D F  :  S o l v i n g  I V P ,  R u n g e - K u t t a - M e r s o n  m e t h o d ,  o v e r  a  r a n g e ,  g l o b a l  e r r o r  
e s t i m a t e ,  s t i f f n e s s  c h e c k  ( s i m p l e  d r i v e r ) .  
- D 0 2 B G F  :  S o l v i n g  I V P ,  R u n g e - K u t t a - M e r s o n  m e t h o d ,  u n t i l  a  c o m p o n e n t  a t t a i n s  
g i v e n  v a l u e  ( s i m p l e  d r i v e r ) .  
- D 0 2 B H F  :  S o l v i n g  I V P ,  R u n g e - K u t t a - M e r s o n  m e t h o d ,  u n t i l  f u n c t i o n  o f  s o l u t i o n  i s  
z e r o  ( s i m p l e  d r i v e r ) .  
- D 0 2 C A F :  S o l v i n g  I V P ,  A d a m s  m e t h o d ,  o v e r  a  r a n g e  ( s i m p l e  d r i v e r )  
- D 0 2 C B F  :  S o l v i n g  I V P ,  A d a m s  m e t h o d ,  o v e r  a  r a n g e ,  i n t e r m e d i a t e  o u t p u t  ( s i m p l e  
d r i v e r ) .  
- D 0 2 C G F  :  S o l v i n g  I V P ,  A d a m s  m e t h o d ,  u n t i l  a  c o m p o n e n t  a t t a i n s  g i v e n  v a l u e  
( s i m p l e  d r i v e r ) .  
- D 0 2 C H F  :  S o l v i n g  I V P ,  A d a m s  m e t h o d ,  u n t i l  f u n c t i o n  o f  s o l u t i o n  i s  z e r o  ( s i m p l e  
d r i v e r ) .  
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D 0 2 C J F  :  S o l v i n g  I V P ,  A d a m s  m e t h o d ,  u n t i l  f u n c t i o n  o f  s o l u t i o n  t s  z e r o ,  
i n t e r m e d i a t e  o u t p u t  ( s i m p l e  d r i v e r ) .  
- D 0 2 E A F :  S o l v i n g  s t i f f i V P ,  B D F  m e t h o d ,  o v e r  a  r a n g e  ( s i m p l e  d r i v e r ) .  
- D 0 2 E B F  :  S o l v i n g  s t i f f i V P ,  B D F  m e t h o d ,  o v e r  a  r a n g e ,  i n t e r m e d i a t e  o u t p u t  ( s i m p l e  
d r i v e r ) .  
- D 0 2 E G F  :  S o l v i n g  s t i f f  I V P ,  B D F  m e t h o d ,  u n t i l  a  c o m p o n e n t  a t t a i n s  g i v e n  v a l u e  
( s i m p l e  d r i v e r ) .  
- D 0 2 E H F  :  S o l v i n g  s t i f f  I V P ,  B D F  m e t h o d ,  u n t i l  f u n c t i o n  o f  s o l u t i o n  i s  z e r o  ( s i m p l e  
d r i v e r ) .  
- D 0 2 E J F  :  S o l v i n g  s t i f f  I V P ,  B D F  m e t h o d ,  u n t i l  f u n c t i o n  o f  s o l u t i o n  i s  z e r o ,  
i n t e r m e d i a t e  o u t p u t  ( s i m p l e  d r i v e r ) .  
- D 0 2 G A F  :  S o l v i n g  b o u n d a r y  v a l u e  p r o b l e m ,  f i n i t e  d i f f e r e n c e  t e c h n i q u e  w i t h  d e f e r r e d  
c o r r e c t i o n ,  s i m p l e  n o n l i n e a r  p r o b l e m .  
- D 0 2 G B F  :  S o l v i n g  b o u n d a r y  v a l u e  p r o b l e m ,  f i n i t e  d i f f e r e n c e  t e c h n i q u e  w i t h  d e f e r r e d  
c o r r e c t i o n ,  g e n e r a l  l i n e a r  p r o b l e m .  
- D 0 2 H A F  :  S o l v i n g  b o u n d a r y  v a l u e  p r o b l e m ,  s h o o t i n g  a n d  m a t c h i n g ,  b o u n d a r y  v a l u e s  
t o  b e  d e t e r m i n e d .  
- D 0 2 H B F  :  S o l v i n g  b o u n d a r y  v a l u e  p r o b l e m ,  s h o o t i n g  a n d  m a t c h i n g ,  g e n e r a l  
p a r a m e t e r s  t o  b e  d e t e r m i n e d .  
- D 0 2 J A F  :  S o l v i n g  b o u n d a r y  v a l u e  p r o b l e m ,  c o l l o c a t i o n  a n d  l e a s t - s q u a r e s ,  s i n g l e  n t h  
o r d e r  l i n e a r  e q u a t i o n .  
- D 0 2 J B F  :  S o l v i n g  b o u n d a r y  v a l u e  p r o b l e m ,  c o l l o c a t i o n  a n d  l e a s t - s q u a r e s ,  s y s t e m  o f  
1 s t  o r d e r  l i n e a r  e q u a t i o n s .  
- D 0 2 Q F F  :  S o l v i n g  A d a m s  m e t h o d  w i t h  r o o t - f i n d i n g  ( f o r w a r d  c o m m u n i c a t i o n ,  
c o m p r e h e n s i v e ) .  
- D 0 2 Q G F  :  S o l v i n g  I V P ,  A d a m s  m e t h o d  w i t h  r o o t - f i n d i n g  ( r e v e r s e  c o m m u n i c a t i o n ,  
c o m p r e h e n s i v e ) .  
- D 0 2 Y A F :  S o l v i n g  I V P ,  R u n g e - K u t t a - M e r s o n  m e t h o d ,  i n t e g r a t i o n  o v e r  o n e  s t e p .  
I n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  p r o d u c t s  a n d  s e r v i c e s  a v a i l a b l e  f r o m  I M S L  c a n  b e  o b t a i n e d  
b y  s e n d i n g  e - m a i l  t o  m k t g @ i m s l . c o m  o r  a c c e s s i n g  t h e  I M S L  p a g e s  a t  
h t t p : / / w w w . v n i . c o m / .  A m o n g  t h e  p r o d u c t s  o f i M S L  f o r  s o l v i n g  O D E s  a r e :  
- D A S P G  :  S o l v i n g  s t i f f  a n d  m i x e d  a l g e b r a i c - O D E s ,  t h e  P e t z o l d - - G e a r  B D F  m e t h o d .  
- D I V P A G :  S o l v i n g  s t i f f  o r  m i l d l y  s t i f f i V P ,  A d a m s - M o u l t o n  o r  G e a r  m e t h o d .  
- D I V P R K :  S o l v i n g  n o n s t i f f  o r  m i l d l y  s t i f f i V P ,  R u n g e - K u t t a - V e m e r  f i f t h - a n d  s i x t h -
o r d e r  m e t h o d .  
P u b l i c  d o m a i n  s o f t w a r e  f o r  n u m e r i c a l  m e t h o d s  c a n  b e  a c c e s s e d  f r o m  t h e  N E T L I B  
l i b r a r y  b y  s e n d i n g  e - m a i l  t o  n e t l i b @ o m l . g o v  w i t h  t h e  b o d y  m e s s a g e  
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s e n d  i n d e x .  
A f t e r  r e c e i v i n g  t h e  i n d e x  f i l e ,  t h e  n e x t  i n s t r u c t i o n  w i l l  b e  g i v e n  i n  t h e  i n d e x  f i l e .  T h i s  
l i b r a r y  c a n  a l s o  b e  a c c e s s e d  u s i n g  a n o n y m o u s  f t p  a t  n e t l i b . a t t . c o m  o r  t h r o u g h  t h e  
N E T L I B  p a g e s  a t  h t t p : / / w w w . n e t l i b . o r g / .  D i r e c t o r i e s  / n e t l i b / t o m s ,  / n e t l i b / o d e ,  a n d  
/ n e t l i b / o d e p a c k  c o n t a i n  s o m e  p f ( ' ) g r a m s  t h a t  c a n  b e  u s e d  t o  s o l v e  O D E s .  
A m o n g  t h e  p r o g r a m s  t h a t  a r e  g i v e n  i n  / n e t l i b / o d e  a r e :  
- R K S U I T E  :  C r e a t e d  b y  R . W .  B r a n k i n  ( N A G ) ,  I .  G l a d w e l l  a n d  L . F .  S h a m p i n e  
( S M U ) ,  s o l v i n g  I V P  i n c l u d i n g  a n  e r r o r  a s s e s s m e n t  f a c i l i t y  a n d  a  s o p h i s t i c a t e d  
s t i f f n e s s  c h e c k e r ,  f i l e  
- D D A S R T  :  C r e a t e d  b y  P e t z o l d ,  s o l v i n g  s t i f f  d i f f e r e n t i a l - a l g e b r a i c  s y s t e m  w i t h  r o o t  
s t o p p i n g ,  b a c k w a r d  d i f f e r e n t i a t i o n  f o r m u l a e .  
- D D A S S L  :  C r e a t e d  b y  P e t z o l d ,  s o l v i n g  s t i f f  d i f f e r e n t i a l - a l g e b r a i c  s y s t e m ,  b a c k w a r d  
d i f f e r e n t i a t i o n  f o r m u l a e .  
- D P 1 2  :  C r e a t e d  b y  C a s h ,  s o l v i n g  s t i f f i V P ,  C a s h ' s  e x t e n d e d  b a c k w a r d  d i f f e r e n t i a t i o n  
f o r m u l a e .  
- D R E S O L  :  C r e a t e d  b y  D i e c i ,  s o l v i n g  s t i f f / n o n s t i f f  m a t r i x  d i f f e r e n t i a l  R i c c a t i  
e q u a t i o n s  ( D R E s )  w i t h  r e f e r e n c e  S I A M  J .  N u m e r i c a l  A n a l y s i s  2 9 - 3  a n d  s y m m e t r i c  
a n d  u n s y m m e t r i c  D R E s ,  A d a m s '  a n d  b a c k w a r d  d i f f e r e n t i a t i o n  f o r m u l a e  b a s e d  o n  
L S O D E  b y  H i n d m a r s h .  
- D V E R K  :  C r e a t e d  b y  J a c k s o n ,  H u l l ,  a n d  E n r i g h t ,  s o l v i n g  I V P  w i t h  g l o b a l  e r r o r  
c o n t r o l ,  V e r n e r ' s  f i f t h  a n d  s i x t h  o r d e r  R u n g e - K u t t a  p a i r .  
- E P S O D E  :  C r e a t e d  b y  B y r n e  a n d  H i n d m a r s h ,  s o l v i n g  s t i f f  I V P ,  b a c k w a r d  
d i f f e r e n t i a t i o n  f o r m u l a e  ( v a r i a b l e  c o e f f i c i e n t  f o r m u l a e ) .  
- O D E :  C r e a t e d  b y  S h a m p i n e  a n d  G o r d o n ,  s o l v i n g  I V P ,  A d a m ' s  m e t h o d s .  
- R K C  :  C r e a t e d  b y  S o m m e i j e r ,  s o l v i n g  n e a r l y - s t i f f i V P ,  s e c o n d - o r d e r  e x p l i c i t  R u n g e -
K u t t a  f o r m u l a e .  
- R K F 4 5  :  C r e a t e d  b y  W a t t s  a n d  S h a m p i n e ,  s o l v i n g  I V P ,  R u n g e - K u t t a  F e h l b e r g  
f o u r t h - f i f t h  o r d e r .  
- S D E R O O T  :  C r e a t e d  b y  S h a m p i n e ,  G o r d o n ,  a n d  A l l e n ,  s o l v i n g  I V P  w i t h  r o o t  
s t o p p i n g ,  A d a m ' s  m e t h o d s .  
- S O D E :  C r e a t e d  b y  S h a m p i n e  a n d  G o r d o n ,  s o l v i n g  I V P ,  A d a m ' s  m e t h o d s .  
- V O D E  :  C r e a t e d  b y  B r o w n ,  B y r n e  a n d  H i n d m a r s h ,  s o l v i n g  n o n - s t i f f  o r  s t i f f  I V P ,  
b a c k w a r d  d i f f e r e n t i a t i o n  f o r m u l a e  ( v a r i a b l e  c o e f f i c i e n t  f o r m u l a e )  w i t h  r e f e r e n c e  
S I A M  J .  S c i .  S t a t .  C o m p u t .  1 0  ( 1 9 8 9 )  1 0 3 8 - 1 0 9 1 ,  u p d a t e d  v e r s i o n  o f E P S O D E .  
- V O D P K  :  C r e a t e d  b y  B r o w n ,  B y r n e  a n d  H i n d m a r s h ,  s o l v i n g  l a r g e  n o n - s t i f f  o r  s t i f f  
I V P ,  b a c k w a r d  d i f f e r e n t i a t i o n  f o r m u l a e  ( v a r i a b l e  c o e f f i c i e n t  f o r m u l a e )  w i t h  G M R E S  
w i t h  u s e r - s u p p l i e d  p r e c o n d i t i o n e r ,  u p d a t e d  v e r s i o n  o f  E P S O D E .  
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A m o n g  t h e  p r o g r a m s  t h a t  a r e  g i v e n  a t  / n e t l i b / o d e p a c k  a r e :  
- L S O D E  :  C r e a t e d  b y  A l a n  C .  H i n d m a r s h ,  s o l v i n g  s t i f f  a n d  n o n s t i f f  I V P ,  A d a m s  
m e t h o d s  a n d  B D F  m e t h o d s ,  b a s e d  o n  G E A R  a n d  G E A R B  p a c k a g e s .  
- L S O D A :  C r e a t e d  b y  L i n d a  R .  P e t z o l d  A l a n  C .  H i n d m a r s h ,  s o l v i n g  I V P  w i t h  
a u t o m a t i c  s e l e c t i o n  b e t w e e n  s t i f f  a n d  n o n s t i f f  I V P ,  v a r i a n t  o f  L S O D E  w i t h  r e f e r e n c e  
S I A M  J .  S c i .  S t a t .  C o m p u t .  4  ( 1 9 8 3 )  1 3 6 - 1 4 8 .  
- S O D E  :  S o l v i n g  s t i f f  a n d  n o n s t i f f  s y s t e m s  o f  I V P ,  A d a m s  m e t h o d  o r  B a c k w a r d  -
D i f f e r e n t i a t i o n  F o r m u l a  w i t h  u s e r  s u p p l i e d  o r  d i f f e r e n c e  q u o t i e n t  J a c o b i a n s .  
- L S O D A R  :  C r e a t e d  b y  L i n d a  R .  P e t z o l d  A l a n  C .  H i n d m a r s h ,  s o l v i n g  s t i f f  a n d  
n o n s t i f f i V P  w i t h  a u t o m a t i c  s e l e c t i o n ,  v a r i a n t  o f L S O D E  w i t h  r e f e r e n c e  S I A M  J .  S c i .  
S t a t .  C o m p u t .  4  ( 1 9 8 3 )  1 3 6 - 1 4 8 .  
A m o n g  t h e  p r o g r a m s  t h a t  a r e  g i v e n  a t  / n e t l i b / t o m s  a r e  :  
G E R K  :  C r e a t e d  b y  L . F .  S h a m p i n e  a n d  H . A .  W a t t s ,  s o l v i n g  I V P  w i t h  g l o b a l  e r r o r  
e s t i m a t e ,  R u n g e - K u t t a - F e h l b e r g  m e t h o d s  o f  4 t h  a n d  5 t h  o r d e r  w i t h  r e f e r e n c e  A C M  
T O M S  2  ( 1 9 7 6 )  2 0 0 - 2 0 3 ,  u n d e r  n a m e  t o m s / 5 0 4 .  
- S T I N T  :  C r e a t e d  b y  J . M .  T e n d l e r ,  T . A .  B i c k a r t ,  a n d  Z .  P i c e l ,  s o l v i n g  s t i f f  I V P ,  
s t i f f l y  s t a b l e  a n d  c y c l i c  c o m p o s i t e  l i n e a r  m u l t i s t e p  m e t h o d s  w i t h  r e f e r e n c e  A C M  
T O M S  4  ( 1 9 7 8 )  3 9 9 - 4 0 3 ,  u n d e r  n a m e  t o m s / 5 3 4 .  
- O D E S S A  :  C r e a t e d  b y  J .  R .  L e i s  a n d  M .  A .  K r a m e r ,  s o l v i n g  I V P  w i t h  e x p l i c i t  
s i m u l t a n e o u s  s e n s i t i v i t y  a n a l y s i s ,  m o d i f i e d  f r o m  L S O D E  w i t h  r e f e r e n c e  A C M  
T O M S  1 4  ( 1 9 8 8 )  6 1 - 6 7 ,  u n d e r  n a m e  t o m s / 6 5 8 .  
- M E B D F  :  C r e a t e d  b y  C a s h ,  C o n s i d i n e ,  s o l v i n g  s t i f f  I V P ,  m o d i f i e d  b a c k w a r d  
d i f f e r e n t i a t i o n  f o r m u l a e  w i t h  r e f e r e n c e  A C M  T r a n s a c t i o n  o n  M a t h .  S o f t . ,  v o l .  1 8 ,  N o .  
2  ( J u n e  1 9 9 2 )  1 4 2 - 1 5 5 ,  u n d e r  n a m e  t o m s / 7 0 3 .  
. . . _  
A P P E N D I X B  
R O O T S  O F  A  C O M P L E X  P O L Y N O M I A L  
A l l  r o o t s  o f  a  c o m p l e x  p o l y n o m i a l  p ( z )  =  a o  +  a
1
z  +  a
2
i  +  . . .  +~zn, w h e r e  a o ,  a~> .  
.  ,  ~, a n d  z  a r e  c o m p l e x  n u m b e r s ,  c a n  b e  f o u n d  e a s i l y  u s i n g  t h e  N e w t o n - R a p h s o n  
m e t h o d  ( N e w t o n ' s  m e t h o d ) .  T h e  p o l y n o m i a l s  p ( z )  a n d  p ' ( z )  w i l l  b e  e v a l u a t e d  u s i n g  
n e s t e d  m u l t i p l i c a t i o n ,  w h i c h  i s  a l s o  k n o w n  a s  H o m e r ' s  r u l e .  T h e  n e s t e d  m u l t i p l i c a t i o n  
f o r m  o f  t h e  p o l y n o m i a l  p ( z )  i s  ( (  . . . .  ((~z +  ~-
1
)z +  ~-
2
)z +  . . .  +  a
2
) z  +  a
1
) z  +  C l o ·  O n e  
o f t h e  a l g o r i t h m s  t o  e v a l u a t e  t h i s  f u n c t i o n  c a n  b e  g i v e n  a s  f o l l o w s :  
p=~ 
f o r  i  =  n - 1  d o w n t o  0  
p = p * z +  a i  
n e x t  i  
U s i n g  t h i s  a l g o r i t h m ,  t h e  n e e d  t o  p e r f o r m  a n y  e x p o n e n t i a t i o n  c a n  b e  a v o i d e d ,  s o  t h a t  w e  
o n l y  n e e d  n  m u l t i p l i c a t i o n s  a n d  n  a d d i t i o n s .  
A s s u m e  p ( z )  c a n  b e  w r i t t e n  a s  ( z  - z k ) q ( z ) ,  w h e r e  q ( z )  i s  a  p o l y n o m i a l  o f  d e g r e e  
( n - 1 ) .  I f  q ( z )  i s  w r i t t e n  a s  b n _
1
z n - l  +  b n _
2
z n -
2  
+  . . .  +  b
2
i  +  b
1
z  +  b
0
,  t h e n  p ( z )  c a n  b e  
w r i t t e n  a s  ( z - z k ) (  b n - I Z n - l  +  b n - 2 Z n -
2  
+  . . .  +  b 2 i  + b i z +  b o )  =  b n - I Z n  +  ( b n - 2  - z k * b n - l ) z n -
2  
+  . . .  +  ( b
2  
- z k * b
3
) z
2  
+  ( b
1  
- z k * b
2
) z  +  b
0
.  F r o m  e q u a t i n g  c o e f f i c i e n t s  o f  p o w e r  o f  z ,  w e  
h a v e  t h e  r e c u r s i v e  r e l a t i o n s  b n - l  =  ~ a n d  b i - l  =  a i  +  z k * b i ,  f o r  i = n - 1 ,  n - 2 ,  .  .  . ,  1 .  
D i f f e r e n t i a t i n g  p ( z ) ,  w e  f i n d  p ' ( z )  =  q ( z )  +  ( z - z k ) q ' ( z ) ,  w h i c h  g i v e s  p ' ( z k )  =  q ( z k ) .  
1 2 0  
1 2 1  
A  r o o t  o f  p ( z )  c a n  b e  f o u n d  u s i n g  t h e  r e c u r s i v e  r e l a t i o n  o f  N e w t o n ' s  m e t h o d :  
z k +
1  
=  z k  - p ( z k ) l p ' ( z k ) .  T h e  p o l y n o m i a l  p ' ( z k )  h e r e  c a n  a l s o  b e  e v a l u a t e d  u s i n g  n e s t e d  
m u l t i p l i c a t i o n  s i n c e  i t  i s  n o n e  o t h e r  t h a n  t h e  p o l y n o m i a l  q ( z k ) .  O n e  o f  t h e  a l g o r i t h m s  f o r  
e v a l u a t i n g  p ( z )  a n d  p ' ( z ) ,  f o r  z  =  z k  i s  g i v e n  a s  f o l l o w s  :  
p  =  C l n  
q  =  C l n  
f o r i =  n - 1  d o w n  t o  1  
p  =  p * z k  +  a i  
q  =  q * z k  +  p  
n e x t i  
P  =  p * z k  +  a o  
I *  S i n c e  b n _
1  
=  C l n  * I  
I *  E v a l u a t e  p ( z )  * I  
I *  E v a l u a t e  p ' ( z )  * I  
I *  T h e  l a s t  e v a l u a t i o n  o f p ( z )  * I  
H e r e ,  w e  n e e d  o n l y  2 n  m u l t i p l i c a t i o n s  a n d  2 n  a d d i t i o n s  i n  o r d e r  t o  e v a l u a t e  t h e  
p o l y n o m i a l  p ( z )  a n d  t h e  p o l y n o m i a l  p ' ( z ) .  W e  c a n  a v o i d  t h e  n e e d  f o r  p e r f o r m i n g  a n y  
e x p o n e n t i a t i o n s  w h e n  e v a l u a t i n g  p ( z )  a n d  p ' ( z ) .  
O n e  o f  t h e  a l g o r i t h m s  f o r  f i n d i n g  a l l  c o m p l e x  r o o t s  o f  t h e  c o m p l e x  p o l y n o m i a l  
p ( z )  i s  g i v e n  b e l o w :  
z
0
= 1 + j  
w h i l e  ( n  >  0 )  d o  
Z  =  z
0  
+  2 * E  
w h i l e  (  i z  - z
0
1  >  E  )  d o  
z
0
= z  
p  =  C l n  
p z  =  C l n  
f o r  i  =  n - 1  d o w n t o  1  
p  =  p * z o  +  a i  
p z  =  p z * z
0  
+  p  
n e x t i  
p  =  p * z  +  a o  
z  =  z O - p l p z  
e n d  w h i l e  
r o o t ( n )  =  z  
b n - 1  =  C l n  
n  =  n - 1  
f o r  i  =  n - 1  d o w n t o  0  
I *  j  =  . . . J - 1  i m a g i n e r  n u m b e r  * I  
I *  E v a l u a t e  p~z) * I  
I *  E v a l u a t e  p  ( z )  * I  
I *  T h e  l a s t  e v a l u a t i o n  o f  p ( z )  * I  
b i  =  a i + I  +  z * b i + I  
n e x t i  
f o r i =  0  t o n  
a i = b i  
n e x t i  
i f  (  i m ( z )  <  E  )  t h e n  
e l s e  
e n d i f  
e n d  w h i l e  
z  =  c o n j u g a t e  ( z )  
z =  1  +  j  
1 2 2  
/ *  E v a l u a t e  c o e f f i c i e n t s  o f  g ( z )  * I  
/ *  R e w r i t e  p ( z )  w i t h  g ( z )  * /  
T h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h i s  a l g o r i t h m  u s i n g  F O R T R A N  f o r  t h e  c a s e  p ( z )  =  z
3
- 3 z
2
- z  +  9  
i s  g i v e n  a s  f o l l o w s  :  
* - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  
T h i s  i s  a  m a i n  p r o g r a m  f o r  f i n d i n g  r o o t s  o f  p o l y n o m i a l  p ( z )  
* - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  
P R O G R A M  P O L  Y N O M  
I M P L I C I T  N O N E  
I N T E G E R  
P A R A M E T E R  
C O M P L E X  * 1 6  
R E A L  * 8  E P S  
I N T E G E R  
D A T A  
D A T A  
O R D E R = N  
N  
( N = 3 )  
R O O T ( N ) ,  A ( N +  1  ) ,  B ( N )  
I ,  O R D E R  
E P S / 1 . D - 9 /  
A / ( 9 . D O , O . D O ) , (  - 1 . D O , O . D O ) , (  - 3 . D O , O . D O ) ,  
( l . D O , O . D O ) /  
C A L L  R T P O L ( O R D E R , A , R O O T , E P S , B )  
D O  1 0  1 = 1 , N  
W R I T E ( 6 , 1 0 0 )  I ,  D R E A L ( R O O T ( I ) ) ,  D I M A G ( R O O T ( I ) )  
1 0  C O N T I N U E  
1 0 0  F O R M A T ( 5 X , ' z ( ' , l 2 . 2 , ' )  =  ' , F 1 2 . 9 , X , S P , F 1 2 . 9 , ' J ' )  
S T O P  
E N D  
S U B R O U T I N E  R T P O L ( O R D E R ,  A ,  R O O T ,  E P S , B )  
I M P L I C I T  N O N E  
* - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  
*  
*  
T h i s  i s  t h e  M a y  1 2 ,  1 9 9 5  v e r s i o n  o f  
R T P O L  . .  E L S P  S o l v e r  F o r  f i n d i n g  r o o t  o f  p o l y n o m i a l  
p ( z )  =  a n z / \ n  +  . . . .  +  a 2 z / \ 2  +  a 1 z  +  a O .  
*  
T h i s  v e r s i o n  i s  i n  d o u b l e  p r e c i s i o n  a n d  w r i t t e n  u s i n g  F 7 7 .  
* - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  
*  
*  
*  
R e f e r e n c e  . .  
E d w a r d  P u r b a ,  C o m p a c t  N u m e r i c a l  M e t h o d s  f o r  S t i f f  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  
M a s t e r  T h e s i s ,  C o m p u t e r  S c i e n c e ,  O k l a h o m a  S t a t e  U n i v e r s i t y ,  
1 9 9 6 .  
* - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  
*  
*  
*  
O R D E R  O r d e r  o f  t h e  p o l y n o m i a l  
R O O T  R o o t s  o f t h e  p o l y n o m i a l  
A  C o e f f i c i e n t  o f  p o l y n o m i a l  p ( z )  
B  C o e f f i c i e n t  o f  g ( z )  w h e r e  p ( z ) = ( z - z s t ) g ( z )  
* - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  
*  
*  
*  
*  
*  
*  
*  
C O M P L E X  * 1 6  
I N T E G E R  
R E A L  * 8  E P S  
R O O T ( l ) ,  A ( 1 ) ,  B ( l )  
O R D E R  
C O M P L E X  * 1 6  Z O ,  Z S T ,  P ,  P Z  
I N T E G E R  I  
Z O  =  D C M P L X ( 1 . D 0 , 1 . D O )  
D O  W H I L E (  O R D E R  . G T .  1 )  
Z S T  =  Z O  +  D C M P L X ( 2 . D O * E P S , O . D O )  
D O  W H I L E  ( C D A B S ( Z S T - Z O )  . G T .  E P S )  
Z O  =  Z S T  
P  =  A ( O R D E R + 1 )  
P Z =  A ( O R D E R + 1 )  
D O  I = O R D E R , 2 , - 1  
C a l c u l a t e  p o l y n o m i a l  p ( z )  u s i n g  H o r n e r ' s  r u l e .  
P  =  P * Z O  +  A ( l )  
C a l c u l a t e  p o l y n o m i a l  p ' ( z )  u s i n g  H o r n e r ' s  r u l e .  
P Z  = P Z * Z O +  P  
E N D  D O  
C a l c u l a t e  t h e  o u t e r m o s t  p a r t  o f  p ( z )  
P  =  P * Z O  +  A ( l )  
C a l c u l a t e  t h e  r o o t  u s i n g  N e w t o n - R a p h s o n  
Z S T  =  Z O - P / P Z  
E N D  D O  
T h e  r o o t  i s  f o u n d .  
R O O T ( O R D E R )  =  Z S T  
B ( O R D E R )  =  A ( O R D E R + 1 )  
D e f l a t e  p o l y n o m i a l  b y  d i v i s i o n  ( z - z s t )  s o  t h a t  p ( z ) = ( z - z s t ) g ( z )  
O R D E R =  O R D E R - 1  
A s s i g n  c o e f f i c i e n t s  o f b ' s  
D O  I = O R D E R , 1 , - 1  
B ( l )  =  A ( l +  1 )  +  Z S T * B ( I +  1 )  
E N D  D O  
R e n e w  c o e f f i c i e n t  A  w i t h  c o e f f i c i e n t  B  
1 2 3  
_ L  
*  
D O  I = l , O R D E R + l  
A ( I )  =  B ( I )  
E N D  D O  
I f  t h e  r o o t  i s  c o m p l e x ,  t h e n  i t s  c o n j u g a t e  i s  p o s s i b l e  a s  a  r o o t .  
I F ( D A B S ( D I M A G ( Z S T ) )  . G T .  E P S )  T H E N  
Z S T  =  D C O N J G ( Z S T )  
E L S E  
E N D  I F  
E N D  D O  
Z S T  =  D C M P L X ( l . D O , l . D O )  
R O O T ( l )  =  - A ( l ) / A ( 2 )  
R E T U R N  
E N D  
T h e  o u t p u t  o f  t h i s  p r o g r a m  i s  g i v e n  a s  f o l l o w s :  
z ( O l )  =  - 1 . 5 2 5 1 0 2 2 5 5  +  O . O O O O O O O O O J  
z ( 0 2 )  =  2 . 2 6 2 5 5 1 1 2 7  - 0 . 8 8 4 3 6 7 5 9 8 1  
z ( 0 3 )  =  2 . 2 6 2 5 5 1 1 2 7  + 0 . 8 8 4 3 6 7 5 9 8 1  
T h e  o u t p u t  h e r e  i s  g i v e n  i n  t h e  f o r m  o f  c o m p l e x  n u m b e r .  
1 2 4  
T h e  i d e a  o f  f i n d i n g  a  r o o t  o f  t h e  p o l y n o m i a l  p ( z )  g i v e n  a b o v e ,  c a n  b e  a p p l i e d  i n  
o r d e r  t o  f i n d  t h e  r e g i o n  o f  s t a b i l i t y  o f  a n  e x p l i c i t  R u n g e - K u t t a  m e t h o d .  A  F O R T R A N  
p r o g r a m  f o r  p l o t t i n g  t h e  s t a b i l i t y  r e g i o n  o f  a n  e x p l i c i t  R u n g e - K u t t a  m e t h o d  i s  g i v e n  
b e l o w :  
* - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  
T h i s  i s  a  m a i n  p r o g r a m  f o r  S T A B L E - S U B R O U T I N E  
*  
T h i s  p r o g r a m  c r e a t e s  d a t a  f o r  p l o t t i n g  o f  t h e  s t a b i l i t y  r e g i o n  
* - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
P R O G R A M  R E G S T A B  
I M P L I C I T  N O N E  
I N T E G E R  
P A R A M E T E R  
C O M P L E X  * 1 6  
R E A L  * 8  
I N T E G E R  
D A T A  
R E A D ( * , * )  O R D E R  
N , M  
( N = 5 0 ,  M = 2 0 )  
Z ( N * M ) ,  C O E F F ( M +  1 )  
E P S  
I ,  O R D E R ,  O P T  
O P T / I / ,  E P S / l . D - 9 /  
C A L L  S T A B L E ( Z ,  C O E F F ,  E P S ,  O R D E R ,  O P T ,  N )  
D O  1 0  I = l , N * O R D E R  
P R I N T  1 0 0 ,  D R E A L ( Z ( I ) ) ,  D I M A G ( Z ( I ) )  
1 0  C O N T I N U E  
1 0 0  F O R M A T ( 2 ( F 1 0 . 5 , 2 X ) )  
S T O P  
E N D  
S U B R O U T I N E  S T A B L E ( Z ,  C O E F F ,  E P S ,  O R D E R ,  O P T ,  N )  
I M P L I C I T  N O N E  
* - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  
*  
*  
*  
*  
T h i s  i s  t h e  M a y  1 2 ,  1 9 9 5  v e r s i o n  o f  
S T A B L E  . .  E L S P  S o l v e r  F o r  C r e a t i n g  T h e  d a t a  f o r  p l o t t i n g  t h e  r e g i o n  o f  
s t a b i l i t y  o f  E x p l i c i t  R u n g e - K u t t a  M e t h o d s .  
T h i s  v e r s i o n  i s  i n  d o u b l e  p r e c i s i o n  a n d  w r i t t e n  u s i n g  F 7 7 .  
S T A B L E  i s  a  p a c k a g e  b a s e d  o n  P o l y n o m i a l  A l g o r i t h m  f o r  z e r o  c o m p l e x  
* - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  
*  
*  
*  
R e f e r e n c e  . .  
E d w a r d  P u r b a ,  C o m p a c t  N u m e r i c a l  M e t h o d s  f o r  S t i f f  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  
M a s t e r  T h e s i s ,  C o m p u t e r  S c i e n c e ,  O k l a h o m a  S t a t e  U n i v e r s i t y ,  
1 9 9 6 .  
* - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  
*  
*  
*  
*  
*  
*  
*  
N  
O R D E R  
z  
C O E F F  
N u m b e r  o f  d i v i d i n g  a n g l e  s t e p s  
R u n g e - K u t t a  O R D E R > =  1  
C o m p l e x  v a r i a b l e s  w i t h ,  d i m e n s i o n  N * O R D E R  
V a r i a b l e  f o r  s t o r i n g  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  p o l y n o m i a l ,  
d i m e n s i o n  O R D E R + 1 .  
O P T  O p t i o n  o f  s t a b i l i t y  f u n c t i o n  
O P T =  1 ,  E x p l i c i t  R u n g e - K u t t a  w i t h  t h e  f o r m  
I  r ( Z )  I  =  I  1  + ( l h ) + ( l h ) " 2 / 2 +  . . . .  + ( l h ) " s / s !  I  <  1 .  
* - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
C O M P L E X  * 1 6  
R E A L  * 8  
I N T E G E R  
C O M P L E X  * 1 6  
R E A L  * 8  
I N T E G E R  
D A T A  
Z ( 1 ) ,  C O E F F ( 1 )  
E P S  
N ,  O P T ,  O R D E R  
Z O , F Z , D F Z  
P I ,  T H E T A ,  T  
I , K  
P I  / 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 9 D O /  
I F ( O R D E R  . L T .  1 )  T H E N  
1 2 5  
P R I N T * ,  ' * * * E R R O R  - - - - O R D E R  S H O U L D  B E  G R E A T E R  T H A N  0 '  
S T O P  
E N D  I F  
I F ( O P T  . E Q .  1 )  C A L L  C R C O E F ( C O E F F , O R D E R )  
T H E T A  =  2 . D O * P I / F L O A T ( N )  
Z O  =  D C M P L X ( O . D O , O . D O )  
D O  1 0  K  =  1 ,  N * O R D E R  
l _ _  
1 5  
*  
*  
*  
1 0  
T  =  D F L O A  T ( K )  *  T H E T A  
C O N T I N U E  
F Z  =  C O E F F ( O R D E R + 1 )  
D F Z  =  C O E F F ( O R D E R + 1 )  
H o m e r ' s  r u l e  i s  u s e d  t o  r e p r e s e n t  t h e  p o l y n o m i a l  
D O  I =  O R D E R ,  2 , - 1  
C a l c u l a t e  F ( Z )  =  r ( Z )  - e " ( i T )  
F Z  =  F Z * Z O  +  C O E F F ( I )  
C a l c u l a t e  D F ( Z ) / D Z  
D F Z =  D F Z * Z O  +  F Z  
E N D  D O  
F Z  =  F Z * Z O  +  C O E F F ( 1 )  
F Z  =  F Z - D C M P L X ( D C O S ( T ) , D S I N ( T ) )  
Z ( K )  =  Z O  - F Z I D F Z  
I F ( C D A B S ( Z ( K ) - Z O )  . L T .  E P S )  G O T O  1 0  
Z O  = Z ( K )  
G O T O  1 5  
C O N T I N U E  
R E T U R N  
E N D  
S U B R O U T I N E  C R C O E F ( C O E F F  , O R D E R )  
I M P L I C I T  N O N E  
* - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  
*  
*  
*  
*  
T h i s  s u b r o u t i n e  i s  u s e d  t o  c r e a t e  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  p o l y n o m i a l  
o f  t h e  s t a b i l i t y  o f  a n  e x p l i c i t  R u n g e - K u t t a  M e t h o d .  
O R D E R  R u n g e - K u t t a  O R D E R > =  1  
C O E F F  V a r i a b l e  f o r  s t o r i n g  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  p o l y n o m i a l ,  
d i m e n s i o n  O R D E R +  1 .  
* - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
C O M P L E X  * 1 6  C O E F F ( l )  
I N T E G E R  O R D E R  
I N T E G E R  I , N F A C T  
N F A C T =  1  
C O E F F ( 1 )  =  l . D O  
D O  I = 1 , 0 R D E R  
N F  A C T  =  N F  A C T *  I  
C O E F F ( I + 1 )  =  D C M P L X ( l . D O / D F L O A T ( N F A C T ) ,  O . D O )  
E N D  D O  
R E T U R N  
E N D  
A  g r a p h i c a l  e x a m p l e  o f  t h i s  p r o g r a m  f o r  i n p u t  O R D E R =  1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  a n d  5  i s  g i v e n  i n  
F i g u r e  B - 1  i n  t h e  n e x t  p a g e .  
1 2 6  
- 4 . 0  
F i g u r e  B - 1  S t a b i l i t y  R e g i o n  o f R u n g e - K u t t a  M e t h o d s  
O r d e r s  1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  a n d  5  
1 2 7  
A P P E N D I X C  
L I N E A R  M U L T I S T E P  F O R M U L A S  
T h e r e  a r e  t w o  a p p r o a c h e s  f o r  m u l t i s t e p  m e t h o d s  t h a t  w i l l  b e  g i v e n  i n  t h i s  
a p p e n d i x  r e l a t e d  t o  O D E  p r o b l e m s  y ' = f ( t , y ) .  T h e  f i r s t  i s  t o  a p p r o x i m a t e  t h e  f u n c t i o n  
f ( t , y )  w i t h  a  p o l y n o m i a l  a n d  t h e n  i n t e g r a t e  b o t h  s i d e s .  T h e  s e c o n d  i s  t o  a p p r o x i m a t e  t h e  
f u n c t i o n  y ( t )  w i t h  a  p o l y n o m i a l  a n d  t h e n  d i f f e r e n t i a t e  t h e  a p p r o x i m a t i n g  f u n c t i o n .  A l l  
p o l y n o m i a l  f u n c t i o n s  t h a t  a r e  u s e d  i n  t h e s e  a p p r o x i m a t i o n s  a r e  g e n e r a t e d  b y  t h e  N e w t o n  
B a c k w a r d  D i f f e r e n c e  f o r m u l a .  T h e  b a c k w a r d  d i f f e r e n c e  o f  t h e  Y k  i s  d e n o t e d  b y  Y ' y k  a n d  
d e f i n e d  a s  Y k  - Y k - l ·  T h e  f o r m  o f  Y '
0
y k  i s  d e f i n e d  a s  Y k ,  
Y '
2
Y k  =  Y ' y k - Y ' Y k - 1  =  Y k - 2 Y k - l  +  Y k - 2 >  a n d  V " y k  =  V " -
1
Y k - V " -
1
Y k - l ·  
T h e  N e w t o n  b a c k w a r d  d i f f e r e n c e  i n t e r p o l a t i o n  o f  t h e  k  k n o w n  v a l u e s  Y n - k + b  Y n - k + b  . . .  ,  
Y ( n - 1 ) '  Y n  i s  w r i t t e n  a s  
s ( s +  1 )  
2  
y ( t )  =  y ( t n  +  s h )  =  Y  n  +  s Y ' y  n  +  
2
!  Y '  Y  n  +  ·  ·  ·  +  
s ( s + 1 )  . . .  ( s + k - 1 ) v k - l  
( k - 1 ) !  Y n  
( C - 1 )  
w h e r e  s  =  ( t - t n ) / h ,  a n d  t n  : : ; ;  t : : ; ;  1 n + l ·  F r o m  d i s c r e t e  m a t h e m a t i c s ,  w e  k n o w  t h a t  
(
- s J - ( - s ) ( - s - 1 )  . . .  ( - s - j + 1 ) ( - s - j ) !  _ _  j s ( s + 1 )  . . .  ( s + j - 1 )  
.  - " I (  " ) I  - (  1 )  . ,  .  
J  J .  - s - J  .  J .  
E q u a t i o n  ( C - 1 )  t h e n  c a n  b e  w r i t t e n  a s  
1 2 8  
1 2 9  
k - 1  (  )  
y ( t )  =  y ( t
0  
+  s h )  =  L ( - 1 ) j  - . s  V j y  n ·  
j = O  J  
( C - 2 )  
A d a m s - B a s h f o r t h  M e t h o d s  
J o h n  C o u c h  A d a m s  u s e d  t h e  N e w t o n  b a c k w a r d  d i f f e r e n c e  i n t e r p o l a t i o n  t o  
a p p r o x i m a t e  f ( t , y )  b y  a s s u m i n g  t h a t  h e  a l r e a d y  h a d  k  k n o w n  p o i n t s  C t n - k + I , Y n - k +
1
) ,  
C t n - k + J > Y n - k + 2 ) ,  ·  ·  ( t n . J >  Y n - 1 ) ,  ( t n , Y
0
) .  T h e  p o l y n o m i a l  a p p r o x i m a t i o n  p * ( t )  o f f ( t , y )  i s  w r i t t e n  
a s  
k - 1  (  )  
p * ( t ) = p * ( t
0
+ s h ) = L ( - 1 ) j  - . s  V ' j f
0
•  
j = O  J  
B y  i n t e g r a t i n g  b o t h  s i d e s ,  w e  h a v e  
t n + l  k - 1  (  )  
Y n + I = Y n +  J L ( - 1 ) j  - . S  V ' j f
0
d t .  
t
0  
j = O  J  
( C - 3 )  
W e  k n o w  t h a t  d t  =  h d s ,  f o r t =  t o ,  s  =  0 ,  a n d  f o r t =  to+~> s  =  1 .  B y  i n t e g r a t i n g  ( C - 3 )  o v e r s  
f r o m  0  t o  1 ,  w e  h a v e  
I  k - 1  (  )  
Y n + I = Y n + h J L ( - 1 ) j  - . s  V ' j f
0
d s  
0  j = O  J  
S i n c e  t h e  V ' j y n ' s  d o  n o t  d e p e n d  o n  s ,  w e  c a n  m o v e  t h e  s u m m a t i o n  o u t  o f  t h e  i n t e g r a t i o n ,  
s o  t h a t  w e  h a v e  
k - 1  r  I  l  
Y  o + I  ~Yo+ h~ l  ( - l ) i V i f , !  (  7 J  d s  J  
S u p p o s e  t h a t  
I  
y  ; *  =  ( - J ) i  I  (  7 } s ,  
t h e n  t h e  m e t h o d s  c a n  b e  w r i t t e n  a s  
k - 1  
Y  n + l  =  Y "  + h i  y  j  *  v d f "  .  
j = O  
T h e s e  m e t h o d s  a r e  c a l l e d  A d a m s  m e t h o d s  o r  A d a m s - B a s h f o r t h  m e t h o d s  
1 3 0  
( C - 4 )  
T h e  c o e f f i c i e n t s  Y /  a r e  d e t e r m i n e d  u s i n g  E u l e r ' s  m e t h o d  o f  g e n e r a t i n g  f u n c t i o n s .  
T h e  w a y  t o  f i n d  t h e s e  c o e f f i c i e n t s  i s  b y  s e e k i n g  G ( t )  s u c h  t h a t  G ( t )  c a n  b e  w r i t t e n  a s  
o o  o o  I ( )  1 o o  ( )  I  
G ( t )  =  L Y  j  *  t j  =  L (  - t ) j  J  - . s  d s  =  J : L c  - t ) j  - . s  d s  =  J o - t )  - s  d s .  
j = O  j = O  0  J  0  j = O  J  0  
s = l  t  
1  
1  
- 1  -
=  J e l n ( 1 - t ) - s d s =  J e - s l n ( l - t ) d s =  ( 1 - t ) s l n ( l - t )  s = O  =  ( 1 - t ) l n ( l - t ) "  
0  0  
W e  k n o w  f r o m  T a y l o r  s e r i e s  t h a t  
a n d  
- l n ( l - t )  t  t
2  
t  =  l + 2 + 3 +  . . .  
1  
- - =  l + t
2  
+ t
3  
+ t
4  
+  . . .  
1 - t  
F r o m  ( C - 5 ) ,  w e  c a n  h a v e  a  r e l a t i o n  
( Y o * +  Y 1 * t  +  Y 2 * t
2
+  . . .  ) ( 1  +  t / 2  +  t
2
/ 3  +  e 1 4  . . .  )  =  1  +  t  +  t
2  
+  e  +  . . .  
( C - 5 )  
B y  c o m p a r i n g  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t i  o f  b o t h  s i d e s ,  w e  c a n  g e t  t h e  r e c u r r e n c e  r e l a t i o n ,  
. 1  . 1 .  1 .  
Y
.  +  - y .  1  +  - y .  +  + - y  - 1  1 . - 0  1  2  
I  2  1 - 3  1 - 2  •  •  •  i  +  1  Q  - '  - '  '  '  •  •  •  
( C - 6 )  
I t  c a n  b e  e a s i l y  s h o w n  t h a t :  
1 3 1  
F o r i =  0 ,  y
0
* = 1 .  
F o r i =  1 ,  y
1
* + y
0
* / 2 =  a n d  y
1
* = 1 - y
0
* / 2 = 1 / 2 .  
F o r i =  2 ,  y
2
*  +  y
1
* / 2  +  y
0
* / 3  =  1  a n d  y
2
*  =  1 - y
1
* / 2 - y
0
* / 3  =  1 - 1 1 4 - 1 / 3  =  5 1 1 2 .  
F o r i =  3 ,  y
3
* + y
2
* / 2 + y
1
* / 3 + y
0
* / 4 = 1  a n d  
Y 3  *  = 1 - y 2  * / 2 - y
1  
*  / 3 - y
0  
* / 4 = 1 - 5 / 2 4 - 1 / 6 - 1 1 4 = 3 / 8 .  
F o r i =  4 ,  y
4
* + y
3
* / 2 + y
2
* / 3 + y
1
* / 4 + y
0
* / 5 = 1  a n d  
y  4  * =  1 - y 3  *  / 2 - y
2  
*  / 3 - y
1  
*  / 4 - y
0  
*  1 5 =  1 - 3 / 1 6 - 5 / 3 6 - 1 / 8 - 1 1 5 = 2 5 1 / 7 2 0 .  
F o r i =  5 ,  y
5
* + y
4
* / 2 + y
3
* / 3 + y
2
* / 4 + y
1
* / 5 + y
0
* / 6 = 1  a n d  
y
5
*  =  1 - y  4  *  / 2 - y 3  *  / 3 - y
2  
*  / 4 - y
1  
*  / 5 - y
0  
*  1 6 =  1 - 2 5 1 / 1 4 4 0 - 3 / 2 4 - 5 / 4 8 - 1 1 1  0 - 1 / 6 = 9 5 / 2 8 8 .  
B y  s u b s t i t u t i n g  t h e  v a l u e s  o f  r t ' s  i n t o  ( C - 4 ) ,  w e  c a n  w r i t e  t h e  f a m i l y  o f  A d a m s -
B a s h f o r t h  m e t h o d s  a s  
Y  n + l  
*  *  * 2  * 3  * 4  
=  Y n  + h ( Y o  f n  + y l  V f n  + Y 2  V  f n  + y 3  V  f n  + y 4  V  f n  +  ·  ·  . )  
- 1  5  2  3  3  2 5 1  4  
- Y n  + h ( f n  + 2 V f n  +  1 2  V  f n  + - g V  f n  +  7 2 0  V  f n  +  . . .  )  .  
( C - 7 )  
F o r  t h e  c a s e s  k  =  1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  5 ,  a n d  6 ,  E q u a t i o n  ( C - 7 )  g i v e s  
k  =  1 ,  Y  n +  1  =  Y  n  +  h f n  
( E x p l i c i t  E u l e r )  
k  =  2  ,  Y n + l  =  Y n  +  h / 2 ( 3 f n  - f n - 1 )  
k  =  3 ,  Y n + l  =  Y n  +  h / 1 2 ( 2 3 f
0
- 1 6 f n - l  +  5 f n - 2 )  
k  =  4 ,  Y n + l  =  Y n  +  h / 2 4 ( 5 5 f
0
- 5 9 f n - J  +  3 7 f n - 2 - 9 f n - 3 )  
k  =  5 ,  Y n + l  =  Y n  +  h / 7 2 0 ( 1 9 0 l f
0
- 2 7 7 4 f n - l  +  2 6 1 6 f n - 2 - 1 2 7 4 f n - 3  +  2 5 1 f n - 4 )  
k  =  6 ,  Y n + l  =  Y n  +  h / 1 4 4 0 ( 4 2 7 7 f
0
- 7 9 2 3 f n - l  +  9 9 8 2 f n - 2 - 7 2 9 8 f n - 3  +  2 8 7 7 f n - 4 - 4 7 5 f
0
_ s )  
T h e  i n t e r e s t i n g  t h i n g  i n  t h i s  d e r i v a t i o n  o f  f o r m u l a s  i s  t h a t  t h e  y j  *  ' s  d o  n o t  d e p e n d  o n  k .  
I f  w e  a l r e a d y  k n o w  t h e  f o r m u l a  f o r  A d a m s - B a s h f o r t h  m e t h o d s  f o r  k  =  m ,  w e  c a n  c r e a t e  
I  
L  
1 3 2  
t h e  n e x t  ( k +  1 )  f o r m  o f  t h e  A d a m s - B a s h f o r t h  m e t h o d s ,  j u s t  b y  a d d i n g  t h e  n e w  t e r m  w i t h  
t h e  n e w  c o e f f i c i e n t  Y k * ·  S i n c e  w e  a l r e a d y  k n o w  t h e  v a l u e s  o f  y
0
* ,  y
1
* ,  . . .  , y m _
1
* ,  t h e  
v a l u e  o f y m  * c a n  b e  f o u n d  j u s t  b y  a p p l y i n g  t h e  r e c u r r e n c e  r e l a t i o n  ( C - 6 )  w i t h  i  =  k .  
A d a m s - M o u l t o n  M e t h o d s  
T h e  i m p l i c i t  A d a m s  m e t h o d s  a r e  g e n e r a t e d  u s i n g  k  k n o w n  v a l u e s  Y n - k + I >  Y n - k + 2 '  . .  
.  ,  Y n - 1 >  Y n  a n d  o n e  u n k n o w n  v a l u e  Y n + I ·  T h e s e  m e t h o d s  a r e  c a l l e d  i m p l i c i t  b e c a u s e  t h e  
v a l u e  Y n + I  w i l l  b e  a p p r o x i m a t e d  u s i n g  t h e  p r e v i o u s  v a l u e s  Y n - k + I >  . . .  ,  y " '  a n d  Y n + I  i t s e l f .  
T h e  N e w t o n  b a c k w a r d  d i f f e r e n c e  i n t e r p o l a t i o n  t o  a p p r o x i m a t e  f ( t , y )  u s i n g  t h e s e  k +  1  
v a l u e s  Y n - k + I >  Y n - k +
2
,  . . .  ,  y " '  Y n + I  i s  w r i t t e n  a s  
k  (  )  
.  - s + 1  .  
p ( t )  =  p ( t
0  
+  s h )  =  L (  - 1  ) J  .  ~?Jfn+I· 
j = O  J  
B y  a n a l o g y  w i t h  t h e  A d a m s - B a s h f o r t h  m e t h o d s ,  w e  h a v e  
k  
Y  n + l  =  Y  n  +  h L y  j  y d f n + l '  
j = O  
w h e r e  t h e  c o e f f i c i e n t s  Y j  s a t i s f y  
.~ J  ( - s +  1 )  
Y j = ( - 1 ) J
0  
j  d s .  
( C - 8 )  
( C - 9 )  
B y  u s i n g  E u l e r ' s  m e t h o d  o f  g e n e r a t i n g  f u n c t i o n s ,  w e  t a k e  G ( t )  a s  a  f u n c t i o n  i n  t h e  f o r m  
0 0  
G ( t ) = L Y } j ·  
j = O  
A s  w a s  d o n e  f o r  t h e  A d a m s - B a s h f o r t h  m e t h o d s ,  w e  h a v e  
1 3 3  
I  
s = l  t  
G ( t )  ~ ( 1 - t ) ; i l n ( l - t t ,  ~ In(~- t ) .  
( C - 1 0 )  
F r o m  E q u a t i o n  ( C - 1  0 ) ,  w e  h a v e  
( Y o +  Y 1 t  +  y / +  . . .  ) ( 1  +  t / 2  +  t
2
/ 3  +  e 1 4  . . .  )  =  1 .  
B y  c o m p a r i n g  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t i  o f  b o t h  s i d e s ,  w e  c a n  g e t  t h e  r e c u r r e n c e  r e l a t i o n  
1  1  1  { 1  i f i  =  0  
.  - .  + - .  +  . . .  + - .  - y o =  . .  -
y , +
2
Y , - l  
3
Y , - 2  t + 1  O t f t - 1 ,  2 ,  . . .  
( C - 1 1 )  
E q u a t i o n  ( C - 8 )  w i t h  t h e  r e c u r r e n c e  r e l a t i o n  ( C - 1 1 )  a r e  a l s o  c a l l e d  A d a m s - M o u l t o n  
m e t h o d s .  
I t  c a n  b e  e a s i l y  s h o w n  t h a t :  
F o r i =  0 ,  Y o =  1 .  
F o r i =  1 ,  y
1
+ y o f 2 = 0  a n d  y
1
= - y o f 2 = - 1 1 2 .  
F o r i =  2 ,  y
2
+ y t f 2 + y o f 3 = 0  a n d  y
2
= - y
1
/ 2 - y o f 3 = +  1 / 4 - 1 1 3 = - 1 / 1 2 .  
F o r i =  3 ,  y
3
+ y
2
/ 2 + y
1
/ 3 + y o f 4 = 0  a n d  y
3
= - y
2
/ 2 - y
1
/ 3 - y o f 4 = 1 / 2 4 +  1 / 6 - 1 / 4 = - 1 / 2 4 .  
F o r i =  4 ,  y
4
+ y
3
/ 2 + y i 3 + y
1
/ 4 + y o f 5 = 1  a n d  
Y 4 = - y 3 / 2 - y 2 / 3 - y l / 4 - y o f 5 = 1 1 4 8 +  1 1 3 6 +  1 1 8 - 1 / 5 = - 1 9 / 7 2 0 .  
F o r i =  5 ,  y
5
+ y
4
/ 2 + y
3
/ 3 + y
2
/ 4 + y
1
/ 5 + y o f 6 = 0  a n d  
Y s = - y 4 / 2 - y i 3 - y
2
/ 4 - y
1
/ 5 - y o f 6 = 1 9 / 1 4 4 0 +  1 / 7 2 +  1 / 4 8 +  1 1 1  0 - 1 1 6 = - 3 / 1 6 0 .  
B y  s u b s t i t u t i n g  t h e  v a l u e s  o f  t h e  y / s  i n t o  ( C - 8 ) ,  w e  c a n  w r i t e  t h e  f a m i l y  o f  A d a m s -
M o u l t o n  m e t h o d s  a s  
Y n + l  =  Y n  + h ( y o f n + l  + y l ' V f n + l  + y 2 Y '
2
f n + l  + y 3 Y '
3
f n + l  + y 4 Y '
4
f n + l +  . . .  )  
1  1  
2  
1  
3  
1 9  
4  
( C - 1 2 )  
=  Y  n  +  h ( f n + l  - 2  V ' f n + l  - 1 2  V '  f n + l  - 2 4  V '  f n + l  - 7 2 0  V '  f n + l  +  . . .  )  
. . . . . . . . . . . _  -
1 3 4  
F o r  t h e  c a s e s  k  =  0 ,  2 ,  3 ,  4 ,  a n d  5 ,  E q u a t i o n  ( C - 8 )  g i v e s  
k  =  0 ,  Y n + l  =  Y n  +  h f n + l  
( I m p l i c i t  E u l e r )  
k  =  1 ,  Y n + l  =  Y n  +  h f 2 ( f n + I  +  f n )  
( T r a p e z o i d a l )  
k  =  2  ,  Y n + l  =  Y n  +  h l 1 2 ( 5 f n + l  +  8 f n - f n - 1 )  
k  =  3 ,  Y n + l  =  Y n  +  h / 2 4 ( 9 f n + l  +  1 9 f n - 5 f n - 1  +  f n - 2 )  
k  =  4 ,  Y n + l  =  Y n  +  h / 7 2 0 ( 2 5 1 f n + l  +  6 4 6 f n - 2 6 4 f n - 1  +  1 0 6 f n - r  1 9 f n - 3 )  
k  =  5 ,  Y n + l  =  Y n  +  h / 1 4 4 0 ( 4 7 5 f n + l  +  1 4 2 7 f n - 7 9 8 f n - 1  +  4 8 2 f n - 2 - 1 7 3 f n - 3  +  2 7 f n - 4 )  
B a c k w a r d  D i f f e r e n t i a t i o n  F o r m u l a e  ( B D F )  
T h e  a p p r o a c h  o f  f i n d i n g  a  d i s c r e t e  s o l u t i o n  u s i n g  t h e s e  m e t h o d s  a r e  d i f f e r e n t  f r o m  
t h e  A d a m s  m e t h o d s .  H e r e ,  t h e  f u n c t i o n  t h a t  w i l l  b e  a p p r o x i m a t e d  i s  y ( t ) ,  a n d  t h e  
p r o c e d u r e  o f  s o l v i n g  t h e  s o l u t i o n  i s  d o n e  b y  d i f f e r e n t i a t i n g  y ( t ) .  S i m i l a r  t o  A d a m s  
m e t h o d s ,  t h e  p o l y n o m i a l  N e w t o n  b a c k w a r d  d i f f e r e n c e  i n t e r p o l a t i o n  w i l l  b e  u s e d  t o  
a p p r o x i m a t e  y ( t ) .  T h e  i n t e r p o l a t i o n  i s  d o n e  b y  c o n s i d e r i n g  k  k n o w n  v a l u e s  Y n - k + b  Y n - k + 2 •  .  
.  .  ,  Y n - b  Y m  a n d  o n e  u n k n o w n  v a l u e s  Y n + I ·  T h e  p o l y n o m i a l  a p p r o x i m a t i o n  q ( t )  o f y ( t )  t h e n  
i s  w r i t t e n  a s  
k  (  )  
- s + 1  
q ( t )  =  q ( t n  + s h )  =  I c - 1 ) j  .  v d y n + I ·  
j = O  J  
( C - 1 3 )  
W e  k n o w  t h a t  d q / d t  =  ( d q / d s ) ( d s / d t )  =  ( 1 / h ) d q / d s ,  s o  i f  w e  s u b s t i t u t e  t h i s  i n t o  y '  =  f ( t , y ) ,  
w e  h a v e  
k  (  )  
1  d  .  - s +  1  .  
h - d  ~(-
1
)J ·  ~7JYn+l =  f n + I ·  
S  J = O  J  
. . . . . . . _ _  
l  
k  (  J  
1  .  .  d  - s +  1  
h
~(-l)J y r J Y n + l - d  ·  = f n + I ·  
F O  S  J  
S i n c e  
(
- ( s - l ) J  _ _  j  ( s - l ) ( s ) ( s + l )  . . .  ( s - 1 +  j - 1 )  
.  - (  1 )  . ,  '  
J  J .  
a n d  1 n + I  =  1 n  +  s h  f o r  s = l ,  t h e n  
_ !  ( - (  s  - 1  ) J  - - j  _ !  (  s  - 1  ) (  s  ) (  s  +  1 )  .  .  .  (  s  +  j  - 1  )  
.  - (  1 )  d  . ,  
d s  J  s = I  s  J .  l s = I  
F o r  c a s e  j = O ,  
( - l ) j  
=  - .
1
- { ( s ) ( s +  1 )  . . .  ( s +  j - 2 ) + ( s - l ) ( s + l )  . . .  ( s +  j - 2 )  
J .  
+  . . .  + ( s - l ) s ( s + l )  . . .  ( s +  j - 3 ) } i s = l  
d  ( - ( s - l ) J  d  ( - s +  1 ) !  d  I  
- - = - 1  = 0  
d s  0  s = I - d s  0 ! ( - s +  1 ) !  s = I  d s  s = I  ·  
F o r  c a s e  j = l ,  
_ ! ( - ( s - l ) J  = _ !  ( - s + l ) !  = _ ! ( - s + l ) l  = - 1 = ( - 1 ) 1 0 ! .  
d s  1  s = I  d s O ! ( - s + l - l ) ! s = I  d s  s = I  
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( C - 1 4 )  
L e t  u s  t a k e  s = l .  S i n c e  f o r  j  =  2 ,  ( s ) ( s + l )  . . .  ( s + j - 2 )  =  ( s )  =  1 ! ,  f o r  j = 3 ,  ( s ) ( s + l )  . . .  ( s + j - 2 )  =  
( s ) ( s +  1 )  =  2 ! ,  . . . . .  f o r  j  =  k ,  ( s ) ( s +  1  )  . . .  ( s + j - 2 )  =  ( 1  ) ( 2 )  . . .  ( k - 1 )  =  ( k - 1  ) ! ,  k  ~ 2 ,  t h e n  
_ !  ( - ( s - l ) J  =  ( - l ) j  J  0  f o r  j  =  0  =  _
1  
j{~ f o r  j . =  
0  
d s  j  s = I  j !  l G - 1 ) !  f o r j  ; : : : I  (  )  J  f o q ; : : :  
( C - 1 5 )  
B y  s u b s t i t u t i n g  ( C - 1 5 )  i n t o  ( C - 1 4 ) ,  w e  h a v e  
k  
"  z ·  1  .  
~(-1) J ( : )  V J Y n + J  =  h f n + J •  
j = l  J  
S i n c e  ( - l i j  =  1  f o r  e v e r y  j  ~1, t h e n  
k  
"  1  .  
~(-:-)VJYn+l = h f n + J ·  
j = l  J  
( C - 1 6 )  
T h e s e  m u l t i s t e p  m e t h o d s  a r e  c a l l e d  b a c k w a r d  d i f f e r e n t i a t i o n  f o r m u l a e  ( B D F )  m e t h o d s .  
F o r  t h e  c a s e  k  =  1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  5 ,  a n d  6 ,  t h e  e q u a t i o n  ( C - 1 6 )  g i v e s  
k  =  1 ,  Y n + l  =  Y n  +  h f n + l  
( I m p l i c i t  E u l e r )  
k  =  2 ,  Y n + l  =  ( 4 / 3 ) y n - ( 1 / 3 ) Y n - l  +  ( 2 / 3 ) h f n + l  
k  =  3 ,  Y n + l  =  ( 1 8 / l l ) Y n - ( 9 / l l ) Y n - 1  +  ( 2 / l l ) Y n - 2  +  ( 6 / l l ) h f n + l ·  
k  =  4 ,  Y n + l  =  ( 4 8 / 2 5 ) y n - ( 3 6 / 2 5 ) Y n - l  +  ( 1 6 / 2 5 ) Y n - 2 - ( 3 / 2 5 ) Y n - 3  +  ( 1 2 / 2 5 ) h f n + l ·  
k  =  5 ,  Y n + l  =  ( 3 0 0 / 1 3 7 ) Y n - ( 3 0 0 / 1 3 7 ) Y n - l  +  ( 2 0 0 / 1 3 7 ) Y n - 2 - ( 7 5 / 1 3 7 ) Y n - 3  +  
( 1 2 / 1 3 7 ) Y n - 4  +  ( 6 0 / 1 3 7 ) h f n + l ·  
k  =  6 ,  Y n + l  =  ( 3 6 0 / 1 4 7 ) Y n - ( 4 5 0 / 1 4 7 ) Y n - J  +  ( 4 0 0 / 1 4 7 ) Y n - 2 - ( 2 2 5 / 1 4 7 ) Y n - 3  +  
( 7 2 / 1 4 7 ) Y n - 4 - ( 1 0 / 1 4 7 ) Y n - 5  +  ( 6 0 / 1 4 7 ) h f n + l ·  
•  
. . . I . .  
A P P E N D I X D  
E S T I M A T I O N  O F  E R R O R  A N D  S T E P S I Z E  C O N T R O L  
E c o n o m i c a l l y ,  i t  i s  s u g g e s t e d  t o  c h o o s e  a  s t e p s i z e  n o t  t o  b e  c o n s t a n t  f o r  t h e  w h o l e  
r a n g e  o f  c o m p u t a t i o n .  T h e  s t e p s i z e  c o n t r o l  p o l i c y  b e c o m e s  i m p o r t a n t  n o t  o n l y  f o r  
d e c i d i n g  t h e  n e x t  s t e p s i z e  b u t  a l s o  f o r  d e c i d i n g  t h e  s t a r t i n g  s t e p s i z e .  T h e  o b j e c t i v e  o f  
s e l e c t i n g  t h e  s t e p s i z e  i s  t o  m i n i m i z e  t h e  c o m p u t i n g  t i m e  o f  n u m e r i c a l  s o l u t i o n  o f  O D E s  
b y  c o n s i d e r i n g  a  u s e r - s p e c i f i e d  a c c u r a c y  r e q u i r e m e n t .  I n  t h i s  c a s e ,  t h e  s t e p s i z e  s h o u l d  b e  
c h o s e n  s m a l l  i f  f ( t , y )  o f  y '  =  f ( t , y )  i s  v a r y i n g  f a s t ;  o n  t h e  o t h e r  h a n d ,  i f f  i s  c h a n g i n g  
s l o w l y ,  t h e  s t e p s i z e  c a n  b e  c h o s e n  l a r g e r  b u t  s t i l l  s a t i s f y  t h e  a c c u r a c y  o f  s o l u t i o n .  I n  
c h o o s i n g  t h e  s t e p s i z e ,  t h e  i n s t a b i l i t y  o f  t h e  n u m e r i c a l  c o m p u t a t i o n  s h o u l d  b e  c o n s i d e r e d .  
U s u a l l y ,  t e c h n i q u e s  f o r  a d a p t i v e  s t e p s i z e  s e l e c t i o n  h i n g e  o n  t h e  l o c a l  e r r o r  a t  e a c h  s t e p .  
S i n c e  u s e r s  o f  O D E  s o l v e r s  d o  n o t  w a n t  t o  b e  i n v o l v e d  i n  d e s i g n a t i n g  a n  i n i t i a l  s t e p s i z e  
f o r  t h e  c o m p u t a t i o n ,  b u t  c a n  b e  a s k e d  t o  s u p p l y  a  t o l e r a n c e  f o r  t h e  n u m e r i c a l  r e s u l t s ,  t h e  
O D E  s o l v e r s  s h o u l d  s u p p o r t  t h e  a u t o m a t i c  s e l e c t i o n  o f  s t e p s i z e s .  
T h e  s e r i e s  s o l u t i o n s  o f y '  =  f ( t , y )  f r o m  t
0  
t o  t f w i l l  b e  g i v e n  a s  ( t
0
,  y
0
) ,  ( t t >  y
1
) ,  . . .  ,  
( t N , y N )  w i t h  t
0  
<  t
1  
<  t
2  
<  . . .  <  t N  =  t r .  F o r  e v e r y  s t e p s i z e  h ,  t h e r e  a r e  a l w a y s  t w o  
s o l u t i o n s ;  t h e  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  Y n + I >  a n d  l o c a l  e x a c t  s o l u t i o n  u ( t n +
1
) .  T h e  l o c a l  e r r o r  
a t  s t e p  n + l  i s  d e f i n e d  a s  l n + I  =  u ( t n +
1
) - Y n + I ·  H e r e ,  u ( t n + I )  i s  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  o f  u '  =  
f ( t , u )  a t  1 n + t >  w h e r e  u ( t n ) = y n  a n d  1 n : : ; ;  t : : ; ;  1 n + I ·  T h e  t r u e  e r r o r  o r  g l o b a l  e r r o r  i s  d e f i n e d  a s  
1 3 7  
i l '  
!  
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g n + l  =  y ( t n + l )  - Y n + l  =  y ( t n + l )  - u ( t n + J )  +  l n + b  w h e r e  y ( t n + l )  i s  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  o f  
y '  =  f ( t , y ) ,  y ( t
0
)  =  y
0
,  t
0  
s  t  s  t r .  S i n c e  a t  t h e  f i r s t  s t e p  t h e  l o c a l  e x a c t  s o l u t i o n  i s  t h e  s a m e  
a s  t h e  t r u e  s o l u t i o n ,  t h e  l o c a l  d i s c r e t i z a t i o n  e r r o r  f o r  t h e  f i r s t  s t e p  w i l l  a l s o  b e  t h e  s a m e  a s  
t h e  g l o b a l  e r r o r .  
A c c u m u l a t i v e  E r r o r  o f  O n e - S t e p  M e t h o d s  
T h e  g e n e r a l  o n e - s t e p  m e t h o d  f o r  s o l v i n g  y '  =  f ( t , y )  i s  d e f i n e d  a s  
Y n + l  =  Y n  +  h~(tn,yn;h), where~ i s  k n o w n  a s  t h e  i n c r e m e n t  f u n c t i o n  a n d  a l w a y s  d e p e n d s  
o n  f ( t , y ) .  T h e  E u l e r  m e t h o d  i s  o n e  e x a m p l e  o f  o n e - s t e p  m e t h o d s  where~ i s  f  i t s e l f .  T h e  
l o c a l  d i s c r e t i z a t i o n  e r r o r  o f  t h e  o n e - s t e p  m e t h o d  i s  
l n + l ( h )  =  u ( t n + h ) - Y n - h~(tn,yn;h) =  u ( t n + h ) - u ( t n ) - h~(1n,Yn;h), 
w h e r e  u ( t n +
1
)  i s  t h e  l o c a l  e x a c t  s o l u t i o n  o f  u '  =  f ( t , u )  a t  1n+~> f o r  u ( t n )  =  Y n ·  T h e  T a y l o r  
s e r i e s  o f  u  a b o u t  h = O  i s  g i v e n  a s  
u ( t n + J )  =  u ( t n )  +  h u ' ( t n )  +  h
2
u " ( t n ) / 2 !  +  . . .  +  h N u ( N ) ( t n ) / N !  +  O ( h N + l ) .  
L e t  \ j l ( h )  =  h~(1n,Yn;h). W e  c a n  f i n d  t h a t  \ j l ( m ) ( h )  =  m~(m-l),h(1n,yn;h) +  h~(m),h(tn,yn;h), 
w h e r e  ~(k),h(1n,Yn;h) i s  t h e  k t h  p a r t i a l  d e r i v a t i v e  o f  ~(tn,yn;h). T h e  T a y l o r  s e r i e s  o f  \ j l  a b o u t  
h = O  i s  
2  3  
\ j l ( h )  =  h.~(1n,Yn;O) +  2 h  ~l.h(1n,Yn;0)/2! +  3 h  ~2,h(tn,yn;0)/3! +  ·  ·  ·  +  
NhN~(N-l),h(1n,Yn;O)/N! +  O ( h N + l ) .  
B y  s u b s t i t u t i n g  t h e  T a y l o r  s e r i e s  o f  u  a n d  \ j l  a b o u t  h = O  i n t o  t h e  l o c a l  d i s c r e t i z a t i o n  e r r o r  
l n + b  w e  h a v e  t h e  T a y l o r  s e r i e s  o f l n + l  a b o u t  h =  0  a s  
2  
l n + l ( h )  =  h [ u ' ( 1 n ) - ~(tn,yn;O)] +  h  / 2 ! [ u " ( 1 n ) - 2~l.h(t"'y";O)] +  . . .  
~ 
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N  ~ ~I 
+  h  / N ! [ u  ( 1 o ) - N~(N-I).h(1n,yn;O)] +  O ( h  )  
N  
=  h  {  L [ h k - ! G k ( t n ) J  +  O ( h N ) } ,  
k = l  
( k )  
G k ( x )  =  u  ( x )  _  ~(k-I).h ( x ,  y ; O )  
k !  ( k  - 1 ) !  
F r o m  t h e  l o c a l  d i s c r e t i z a t i o n  e r r o r ,  w e  h a v e  
N  
u ( t n  + h ) - u ( t n )  -~(tn,yn;h) =  L h k - I G k ( t n ) + O ( h N ) .  
h  k = l  
( D - 1 )  
A  o n e - s t e p  m e t h o d  i s  s a i d  t o  b e  o f  o r d e r  p  2 : :  1 ,  i f  l h -
1
l n + I I  =  O ( h P ) . F r o m  ( D - 1 ) ,  a  o n e - s t e p  
m e t h o d  i s  o f  o r d e r  p  2 : : 1  i f  G
1
( x )  =  G i x )  =  . . .  =  G p ( x )  =  0 ,  G p +
1
( x )  - : ; : .  0 .  A  o n e - s t e p  
m e t h o d  Y n + I  =  Y n  +  h~(1o,yn;h) i s  s a i d  t o  b e  c o n v e r g e n t  i f  f o r  a r b i t r a r y  t n  E  [ t
0
, t r ] ,  
l i m  y ( t ;  h ) =  y ( t ) .  A  o n e - s t e p  m e t h o d  Y n + I  =  Y n  +  h~(1o,yn;h) i s  s a i d  t o  b e  c o n s i s t e n t  i f  
h~O 
~(t,y;O) =  f ( t , y ) .  I t  h a s  b e e n  s h o w n  [ 6 1 ,  6 6 ,  1 1 5 ]  t h a t  t h e  n e c e s s a r y  a n d  s u f f i c i e n t  
c o n d i t i o n  f o r  c o n v e r g e n c e  o f  a  o n e - s t e p  m e t h o d  o f  o r d e r  p  2 : :  1  i s  c o n s i s t e n c y .  
T h e o r e m  ( D - 1 ) :  T h e  a c c u m u l a t e d  e r r o r  o f  a  o n e - s t e p  m e t h o d  o f  o r d e r  p i s  o f  o r d e r  h P .  
P r o o f :  
S u p p o s e  e n =  Y ( 1 o )  - Y n ;  t h e n  e n + !  =  y ( 1 o +
1
)  - Y n + l ·  B y  m a n i p u l a t i n g  y ( t n +
1
) ,  w e  
h a v e  
I  , (  y ( t n + l ) - y ( t n ) ) l  [  ]  
e n + I  =  l y ( t n ) - ,  h  j - Y n  +h~(tn,yn;h). 
( D - 2 )  
B y  d o i n g  a  l i t t l e  m a n i p u l a t i o n  o n  ( D - 2 )  a n d  c o n s i d e r i n g  t h e  l o c a l  t r u n c a t i o n  e r r o r ,  w e  
h a v e  
1 4 0  
h (
y ( t n + l ) - y ( t n )  J .  )  
e n + I  = y ( t n ) - Y n  +  h  - ' f ' ( t n , y ( t n ) ; h ) + $ ( t n , y ( t n ) ; h ) - $ ( t n , y n ; h ) .  
=  e n  +  h O ( h  P  )  +  h (  $ (  t  n  ,  y (  t  n  ) ;  h )  - $  (  t  n  ,  Y  n  ;  h ) }  
S i n c e  y ( t n )  =  Y n  + e m  w e  c a n  h a v e  e n + ! =  e n +  h F n C e n )  +  h O ( h P ) ,  w h e r e  
F n ( e n )  =  $ ( t n , y n + e n ; h ) - $ ( t n , y n ; h ) .  
E x p a n d i n g  F n  u s i n g  T a y l o r  s e r i e s  a b o u t  e n =  e
0  
=  0 ,  w e  h a v e  
F n ( e n )  = e n  $ 1 . e n  ( t n  , Y  n  +  d ;  h ) ,  
w h e r e  e
0  
~ d  ~en. L e t  K  = m a x  { l $
1
, y ( t , y ; h ) l } ,  t h e n  I F n C e n ) l  ~ K l e n l ·  I t  h a s  b e e n  s h o w n  b y  
W a l s t o n  a n d  W a d d e l  [ 1 1 5 ]  t h a t  
e n h K  
1  
Jy(tn)-Ynl=lenl~ T 7 . - O ( h P ) .  
( D - 3 )  
E x a m p l e s :  
1 .  C o n s i d e r  t h e  E u l e r  m e t h o d  y  n +  
1  
=  y  n  +  h f (  t n , y  n ) .  
H e r e ,  u '  =  f ( t , y ) ,  a n d  $ ( t , y ; h )  =  f ( t , y ) .  
u '  =  f ,  u "  =  f t  +  f f y ,  u " '  =  f u  +  2 f f t y  +  f f y y  +  f y ( f t  +  f f y ) ·  
$ 1 , h ( t , y ; h )  =  f ( t , y ) ,  $ 2 , h ( t , y ; h )  =  0 .  
G
1
( t )  =  u ' ( x ) / 1 !  - $ o , h ( t , y ; O ) / O !  =  f ( t , y ) - f ( t , y )  =  0 .  
G
2
( t )  =  u " ( t ) / 2 ! - $
1
, h ( t , y ; 0 ) / 1 !  =  (~ +  f f y ) / 2 - 0  *  0 .  
T h e r e f o r e  t h e  E u l e r  m e t h o d  i s  o f  o r d e r  1 .  
2 .  C o n s i d e r  t h e  R u n g e - K u t t a  m e t h o d  Y n + I  =  Y n  +  1 / 2 [ h f ( t n , Y n )  +  h f ( t n  + h , y n  + h ( f ( t n , Y n ) ) ] .  
H e r e ,  u '  =  f ( t , y )  a n d  $ ( t , y ; h )  =  1 1 2 f ( t , y )  +  1 / 2 f ( t + h , y + h f ( t , y ) ) .  
L e t  v  =  t  +  h ,  w  =  y  +  h f ( t , y ) ,  a n d  \ j l ( v , w )  =  f ( v , w ) .  
$
1
, h ( t , y ; h )  =  1 1 2 [ v h . \ j i J , v C v , w )  +  w h . \ j / L w ( v , w ) ]  =  1 / 2 [ f v ( v , w )  +  f ( v , w ) f w ( v , w ) ] .  
. . . . . . _ _ .  
~
1
,h(t,y;O) =  l / 2 [ f t ( t , y )  +  f ( t , y ) f y ( t , y ) ] .  
2  
~2,h(t,y;h)=l/2[fvv(v,w)+2f(v,w)fvwCv,w)f(v,w) f w w ( v , w ) + f y ( v , w ) ( f v ( v , w ) +  
f (  V ,  W  ) f v (  V ,  W ) ) ] .  
~2,h(t,y;O) =  l / 2 [ f u  +  2 f f t y  +  f f y y  +  fy(~ +  f f t ) ] .  
G
1
( t )  =  u ' ( x ) / 1 !  - ~o.h(t,y;0)/0! =  f ( t , y ) - l / 2 [ f ( t , y )  +  f ( t , y ) ]  =  0 .  
G i t )  =  u " ( t ) / 2 ! - ~
1
.h(t,y;O)Il! =  l / 2 [ f t  +  f f y ] - l / 2 [ f t  +  f f y ]  =  0 .  
G
3
( t )  =  u " ' ( t ) / 3 ! - ~
2
,h(t,y;0)/2! =  1 1 6 [ f u  +  2 f f t y  +  f f y y  +  fy(~ +  f f y ) ] - l / 4 [ f u  +  
2 f f t y  +  f f y y  +  f y ( f t  +  f f y ) ]  i f : .  0 .  
T h e r e f o r e  t h e  R u n g e - K u t t a  Y n + l  =  Y n  +  l / 2 [ h f ( ! n , Y n )  +  h f ( t n + h , y n + h ( f ( t n , Y n ) ) ]  i s  o f  
o r d e r  2 .  
I n i t i a l  S t e p s i z e  
1 4 1  
F r e q u e n t l y ,  u s e r s  d o  n o t  k n o w  h o w  t o  g i v e  a  s u i t a b l e  i n i t i a l  s t e p s i z e  f o r  a n  O D E  
s o l v e r .  T h a t  i s  o n e  r e a s o n  w h y  O D E  s o l v e r s  s h o u l d  s u p p o r t  a  f a c i l i t y  t o  g e n e r a t e  a n  
i n i t i a l  s t e p s i z e .  G l a d w e l l  e t  a l .  [ 4 8 ] ,  H a i r e r  e t  a l .  [ 5 7 ] ,  a n d  S h a m p i n e  [ 1 0 5 ]  h a v e  
d i s c u s s e d  a l g o r i t h m s  t o  g e n e r a t e  t h e  i n i t i a l  s t e p s i z e  f o r  O D E  s o l v e r s .  T h e  i d e a  i s  b a s e d  
o n  t h e  h y p o t h e s i s  t h a t  t h e  l o c a l  e r r o r  ( f r o m  t h e  e x p a n s i o n  o f  T a y l o r  s e r i e s )  o f  a  m e t h o d  o f  
o r d e r  p i s  a p p r o x i m a t e l y  C h p + l y ( p + l ) ( t
0
) .  T h e  i n i t i a l  s t e p s i z e  w i l l  b e  c a l c u l a t e d  i f  u s e r s  d o  
n o t  g i v e  t h e  i n i t i a l  s t e p s i z e  f o r  t h e  O D E  c o m p u t a t i o n ,  b u t  a r e  w i l l i n g  t o  g i v e  a  t o l e r a n c e  
f o r  t h e  n u m e r i c a l  r e s u l t s .  L e t  s c  b e  a  v e c t o r  t h a t  r e p r e s e n t s  t h e  d e s i r e d  t o l e r a n c e  f o r  t h e  
n u m e r i c a l  r e s u l t s ,  w h e r e  s c i  =  A t o l i  +  m a x  {  I Y  O i l ,  I Y  i i i }  R t o l i  i s  t h e  i t h  e l e m e n t  o f  s c .  H e r e ,  
R t o l i  i s  t h e  r e l a t i v e  e r r o r  f o r  t h e  i t h  e l e m e n t ,  a n d  A t o l i  i s  t h e  a b s o l u t e  e r r o r  f o r  t h e  i t h  
1 4 2  
e l e m e n t .  S i n c e  c a l c u l a t i n g  y < p +
1
\ t
0
)  i s  n o t  e a s y  a n d  t h e r e  i s  n o  g u a r a n t e e  t h a t  y < p + I ) ( t
0
)  i s  
n o t  c l o s e  t o  z e r o ,  i n  o r d e r  t o  h a v e  t h e  l o c a l  e r r o r  n o t  e x c e e d  t h e  d e s i r e d  t o l e r a n c e ,  t h e  
i n i t i a l  s t e p s i z e  s h o u l d  b e  c o m p u t e d  u s i n g  t h e  f o l l o w i n g  a l g o r i t h m  [ 5 7 ]  :  
C a l c u l a t e  s c i  =  A t o l i  +  I Y o i l  ( R t o l i )  
1  Y o . i  
m  (  J 2  
C a l c u l a t e  d o =  I I  Y o  I I = , / - I  _ -
m  i = I  s c i  
1  o ·  
m  ( f  J 2  
C a l c u l a t e  d
1  
= I I  f ( t
0
, y
0
)  I I = , / - I  - · •  
m  i = I  s c i  
I f  d
0
: : : ;  1 0 ·
5  
o r  d
1  
: : : ;  1 0 ·
5  
t h e n  h
0  
=  1 0 -
6  
e l s e  h
0  
=  O . O l ( d o f d
1
) .  
T a k e  h
0  
=  m i n { l  t r - t
0  
I ,  h o } -
P e r f o r m  e x p l i c i t  E u l e r ,  y
1  
= Y o +  h
0  
f ( t
0
, y
0
) .  
C a l c u l a t e  f
1  
=  f ( t
0
+ h o , Y I ) -
1  
E s t i m a t e  t h e  s e c o n d  d e r i v a t i v e ,  d
2  
= I I  f
1
- f
0  
l l l h o  =  h  
0  
C a l c u l a t e  d m a x  = m a x  {  d~o d 2 } .  
I f  d m a x : : : ;  1 0 '
1 5  
t h e n  h o  = m a x  { 1 0 -
6
,  1 0 '
3  
h
0
}  e l s e  h
0  
=  
_ _ ! _  L : ( f u  - f
0
. i  J
2  
m  s c i  
I  
(
O . O l J  p + l  
d m a x  
U s u a l l y ,  a n  i n i t i a l  s t e p s i z e  t h a t  i s  c o m p u t e d  u s i n g  t h e  a l g o r i t h m  g i v e n  a b o v e  c a n  g i v e  a  
g o o d  g u e s s  f o r  t h e  i n i t i a l  s t e p s i z e ,  b u t  i t  t a k e s  a n  a d d i t i o n a l  c o s t  a s  s h o w n  a b o v e .  I f  u s e r s  
c a n  g i v e  i n i t i a l  s t e p s i z e  t h a t  i s  o b t a i n e d  f r o m  c o m p u t a t i o n a l  e x p e r i e n c e ,  i t  i s  s u g g e s t e d  
t h a t  t h e y  g i v e  a n  i n i t i a l  s t e p s i z e  t o  O D E  s o l v e r s .  
. . . .  
1 4 3  
S t e p s i z e  S t r a t e g i e s  
T h e r e  a r e  f i v e  s t e p s  r e l a t e d  t o  t h e  p r o c e s s  f o r  c h o o s i n g  a n  a d a p t i v e  s t e p s i z e :  ( i )  
d e t e r m i n e  a n  e r r o r  t o l e r a n c e  s c  f o r  t h e  n u m e r i c a l  r e s u l t s ,  ( i i )  d e t e r m i n e  a n  a p p r o p r i a t e  
v a l u e  f o r  h
0
,  ( i i i )  c a l c u l a t e  a  n u m e r i c a l  a p p r o a c h  Y n + I >  ( i v )  p r o b e  t h e  q u a l i t y  o f y n + I  w i t h  
r e s p e c t  t o  t h e  l o c a l  s o l u t i o n  u ( f n +
1
)  o f u '  =  f ( t , u ) ,  u ( f o )  =  Y m  a n d  ( v )  i m p r o v e  t h e  n u m e r i c a l  
r e s u l t s  Y n + I  w h i c h  h a s  a  l o c a l  e r r o r  l n + I  i s  g r e a t e r  t h a n  s c .  A  P I  s t e p s i z e  c o n t r o l  h a s  b e e n  
p r o p o s e d  b y  G u s t a f s s o n  e t  a l .  [ 5 5 ,  5 7 ]  a n d  h a s  b e e n  i m p l e m e n t e d  b y  H a i r e r  e t  a l .  [ 5 7 ]  i n  
t h e  D O P R I 5  s o l v e r .  
I n  g e n e r a l ,  t h e  a p p r o a c h  f o r  c o n t r o l l i n g  t h e  s t e p s i z e  i s  b a s e d  o n  t h e  h y p o t h e s i s  
t h a t  t h e  l o c a l  e r r o r  l n +  
1  
o f  a  p t h - o r d e r  m e t h o d  a t  t
0  
c a n  b e  a p p r o x i m a t e d  a s  
l n + I  =  u ( f o + h n ) - Y n + I  =  h / +
1
\ l ' ( t n , y n ) ,  
w h e r e  u ( t )  i s  a n  e x a c t  s o l u t i o n  o f u '  =  f ( t , u ) ,  u ( t
0
)  =  Y n ·  T h e  P r o b l e m  n o w  i s  t h a t  t h e  e x a c t  
s o l u t i o n  i s  u n k n o w n  s o  t h a t  l n +  
1  
i s  n o t  k n o w n .  T h i s  d i f f i c u l t y  c a n  b e  h a n d l e d  b y  f i n d i n g  
a n  a p p r o x i m a t e  l o c a l  e r r o r  E n + I  f o r  l n + I ·  A m o n g  m e t h o d s  t h a t  c a n  b e  u s e d  t o  f i n d  E n + I  a r e :  
1 .  M e r s o n ' s  m e t h o d  [ 7 1 ]  u s i n g  R i c h a r d s o n ' s  e x t r a p o l a t i o n  [ 2 6 ,  3 3 ,  5 7 ,  6 6 ,  7 8 ] .  T h i s  i s  
d o n e  b y  e x e c u t i n g  t h e  m e t h o d  u s i n g  t w o  s t e p s i z e s  h / 2  a n d  h .  L e t s  y *  b e  t h e  r e s u l t  f o r  
t h e  s t e p s i z e  h / 2 ,  a n d  y *  *  b e  t h e  r e s u l t  f o r  t h e  s t e p  s i z e  h .  W e  c a n  h a v e  
E n + I  =  l n + I  +  O ( h p +
2
)  =  ( y * * - y * ) / ( 2 P - 1 ) ,  w h e r e  p i s  t h e  o r d e r  o f t h e  m e t h o d  a n d  
2 .  E m b e d d e d  R u n g e - K u t t a  m e t h o d s  a s  d e v e l o p e d  b y  F e h l b e r g  [ 7 1 ,  1 1 2 ] .  T h i s  i s  d o n e  
b y  e x e c u t i n g  t h e  m e t h o d  u s i n g  t w o  m e t h o d s  o f  o r d e r  p  a n d  p +  1 .  I f  y *  i s  t h e  r e s u l t  
f r o m  t h e  m e t h o d  o f  o r d e r  p  a n d  y *  *  i s  t h e  r e s u l t  f r o m  t h e  m e t h o d  o f  o r d e r  p +  1 ,  t h e n  
. . . . . .  
1 4 4  
- 1  O ( h p +
2
) - (  * *  * )  
E~J ~I+ - y  - y  .  
O n e  e x a m p l e  o f  d e t e r m i n i n g  t h e  c o n t r o l  s t e p s i z e  i s  u s i n g  c r u d e  E u l e r  a n d  i m p l i c i t  
E u l e r  [ 3 0 ] .  I f  t h e  l o c a l  t r u n c a t i o n  e r r o r  o f  a  p t h - o r d e r  m e t h o d  i s  l n + I  =  \ j l ( t
0
, Y
0
) h / +
1
,  a n d  
w e  w i s h  t h e  e r r o r  t o  e q u a l  s c ,  t h e n  f o r  t h e  s t e p s i z e  h *  w e  h a v e  t h e  r e l a t i o n  
I  
+ I  (  S C  J p + l  
s c  =  \ j l ( t
0
, Y
0
) ( h * ) P  .  B y  e l i m i n a t i n g  \ j f ,  w e  h a v e  a  r e l a t i o n  h *  =  h
0  
- •  I f  f o r  
l n + l  
s t e p s i z e  h
0  
t h e  p r o b l e m  i s  s o l v e d  u s i n g  c r u d e  E u l e r ,  w e  h a v e  t h e  n u m e r i c a l  r e s u l t  
l i n + ! =  l i n +  h n  f ( t
0
, U
0
) ,  w i t h  l o c a l  e r r o r  U n + I - y ( 1 o +
1
)  =  - h
0
2
f
0
' / 2  +  O ( h / ) .  I f  f o r  s t e p s i z e  h
0  
t h e  p r o b l e m  i s  s o l v e d  u s i n g  i m p l i c i t  E u l e r ,  w e  h a v e  t h e  n u m e r i c a l  r e s u l t  
W n + l  =  W
0  
+  h
0  
f ( t n + J > W n + J ) ,  w i t h  l o c a l  e r r o r  y ( t n + J )  - W n + I  =  h / f n ' / 2  +  O ( h
0
\  T h e  
e s t i m a t e d  e r r o r  E n + I  c a n  b e  t a k e n  a s  E n + I  ~ ( l i n + I  - W
0
+
1
) / 2 .  I n  o r d e r  t o  a v o i d  a  s m a l l  e r r o r ,  
I  
(  
s c ) P + I  
h *  c a n  b e  t a k e n  a s h * =  J . l h n  - ,  w h e r e  0  <  J . l  <  1  ( J . l  c a n  b e  t a k e n  e q u a l  t o  0 . 9 ) .  
E n + l  
B i r t a  e t  a l .  [ 9 ]  p r o p o s e d  s e v e r a l  a l g o r i t h m s  f o r  f i n d i n g  t h e  s t e p s i z e s .  A l l  
a l g o r i t h m s  w i l l  b e  b a s e d  o n  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  R n + I  =  m a x { l r n + d j } ,  w h e r e  r n + I  =  E n +
1
/ r c  
J  
a n d  f o r  m - v e c t o r s  a  a n d  b ,  a l b  i s  t h e  v e c t o r  w h o s e  j t h  c o m p o n e n t  i s  a / b j .  T h e  f o l l o w i n g  
a l g o r i t h m s  w i l l  b e  n a m e d  S  1 ,  S 2 ,  a n d  S 3 .  
A l g o r i t h m  S  1  :  
D e t e r m i n e  J . l ,  a n d  l e t  R T  =  1 .  
D e t e r m i n e  E
0
,  a n d  c o m p u t e  s c " '  w h e r e  s c n i  =  A t o l i  + m a x  {  I Y ( n - I ) i l ,  I Y ( n ) d } ( R t o l i ) .  
- - p + l  (  J . l  Jp~l 
C o m p u t e  g n - i ! E
0
/ s c n l l ,  R n - h n  g
0
,  a n d  h n + I  =  R n  h n  .  
,  
1 4 5  
- p + 1  
C o m p u t e  R n + 1 - h n + 1  g n .  
(  
f . . l  Jp~1 .  .  
I f R n +
1  
>  R T  t h e n  h n +
1  
=  - - h n +
1
,  a n d  c h e c k  R n +
1  
a g a m  u n t i l  R n +
1  
~ R T ·  
R n + 1  
A l g o r i t h m  S 2  :  
D e t e r m i n e / . . . ,  a n d  f . . L  =  m i n { 0 . 9 ,  - 0 . 1 l o g  / . . . } .  
D e t e r m i n e  E m  a n d  c o m p u t e  s c m  w h e r e  s c n i  =  A t o l i  + m a x  {  I Y ( n -
1
) d ,  I Y ( n ) i i } ( R t o l i ) .  
1  
C o m p u t e  R  a n d  h  - ( f . . L R n _
1
J P +
1
(  h  J  
n •  n + 1 - _ n  h  
R  2  h  n ·  
n  n - 1  
A l g o r i t h m  S 3  :  
L e t  f . . L  =  0 . 5 ,  A
0  
=  1 ,  a n d  l e t  R T  =  2 .  
D e t e r m i n e  E m  a n d  c o m p u t e  s c m  w h e r e  s c n i  =  A t o l i  + m a x  {  I Y ( n - 1 ) i l ,  I Y ( n ) i i } ( R t o l i ) .  
C o m p u t e  g n  =  I I E n / s c n l l ,  R n  =  h / +
1
g n .  
C o m p u t e  A ,  ~ (  0 . 4  +  0 . 6 m i n {  2 ,  ~" }  } , _
1
,  n  >  0  
(  
f . . l  Jp~1 
C o m p u t e  a n  =  0 . 5 ( 1  + A n )  R n  .  
1  h  
- d  - h  p +
1  
C a l c u  a t e  n +  
1  
- a n h m  a n  R n +  
1  
- n +  
1  
g n .  
I f R n +
1  
>  R T  t h e n  
C o m p u t e  A n =  0 . 5  ( 1 + -
1
- } n ·  
R n + 1  
I  
C o m p u t e  a n + I  =  m i n { 1 ,  0 . 5 ( 1  +  A
0
)}(~Jp+I. 
R n + l  
'  
1 4 6  
C a l c u l a t e  h n +  I  =  a n +  I  h n +  I .  
C a l c u l a t e  R n + l  a n d  c h e c k  u n t i l  R n + l  ~ R T .  
e n d i f  
B i r t a  e t  a l .  [ 1 7 ]  a l s o  c l a i m e d  t h a t  t h e  a l g o r i t h m  S 3  h a s  s u p e r i o r  p e r f o r m a n c e ,  a n d  
d e m o n s t r a t e d  t h i s  i n  t h e i r  s e v e r a l  n u m e r i c a l  e x p e r i m e n t s .  W i l l e  [ 1 1 7 ,  1 1 8 ]  i n t r o d u c e d  
p r o c e d u r e s  f o r  f i n d i n g  a  n e w  s t e p s i z e  f o r  l i n e a r  m u l t i s t e p  m e t h o d s  a n d  f o r  A d a m s  l i n e a r  
m u l t i s t e p  m e t h o d s .  H a l l  [ 5 8 ]  i n  h i s  r e p o r t  i n t r o d u c e d  a  p r o c e d u r e  f o r  f i n d i n g  a  n e w  
s t e p s i z e  f o r  R u n g e - K u t t a  c o d e s .  
O p t i m a l  O r d e r  R e l a t e d  t o  S t e p s i z e  S e q u e n c e s  
I n  m o d e m  s t a n d a r d  m e t h o d s  f o r  s o l v i n g  O D E s ,  t h e  s t r a t e g y  i s  b a s e d  o n  t h e  
p o s s i b i l i t y  o f  c o m p u t i n g  t h e  s o l u t i o n  o v e r  t h e  w h o l e  r a n g e  o f  i n t e g r a t i o n  u s i n g  v a r i a b l e  
m e t h o d s  a n d  v a r i a b l e  s t e p s i z e s .  A  c l a s s i c  t h e o r y  o f  c o n s t a n t  s t e p s i z e  a n d  c o n s t a n t  
f o r m u l a  m e t h o d s  ( C S C F M )  h a s  b e e n  s u c c e s s f u l  i m p l e m e n t e d  i n  s e v e r a l  f i e l d s  o f  O D E  
p r o b l e m s .  N o w a d a y s ,  t h e  c h a l l e n g e  i s  t o  s o l v e  O D E  p r o b l e m s  u s i n g  a  t h e o r y  o f  v a r i a b l e  
s t e p s i z e  a n d  v a r i a b l e  f o r m u l a  m e t h o d s  ( V S V F M ) .  S o m e  i d e a s  f o r  V S V F M  h a v e  b e e n  
i n t r o d u c e d  b y  S h a m p i n e  a n d  G o r d o n  [ 9 9 ] ,  K o c k l e r  [ 7 1 ] ,  Z l a t e v  [ 1 2 0 ] ,  B u t c h e r  [ 1 4 ] ,  
S h a m p i n e  [ 1 0 5 ] ,  H a i r e r  e t .  a l  [ 5 6 ,  5 7 ] ,  a n d  Z h a n g  [ 1 1 9 ] .  
B u t c h e r  [ 1 4 ,  1 5 ]  p r o p o s e d  a n  a l g o r i t h m  f o r  s e l e c t i n g  t h e  o p t i m a l  o r d e r  a n d  
s t e p s i z e  f r o m  a  c o l l e c t i o n  o f  n u m e r i c a l  m e t h o d s  w i t h  d i f f e r e n t  o r d e r s  a s  f o l l o w s  :  
h m a x  =  t r - t  
r o  =  h m a x l h n  
u = O  
f o r i  E  3  d o  
e n d d o .  
i f ( i ) e [ i ]  r
0
i + I  <  ( s c ) w [ i ]  t h e n  
e l s e  
e n d i f  
r  =  r o  
I  
r  =  ( ( s c ) w [ i ] ) i + l  
( i ) e [ i ]  
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e n d i f  
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I n  t h i s  a l g o r i t h m ,  3  i s  a  s e t  o f  a v a i l a b l e  o r d e r s  o f  n u m e r i c a l  m e t h o d s ,  i  i s  t h e  o r d e r  o f  a  
m e t h o d ,  r  i s  a  f a c t o r  f o r  t h e  n e x t  s t e p s i z e ,  s c  i s  a  u s e r - s p e c i f i e d  t o l e r a n c e ,  w [ i ]  i s  t h e  
r e l a t i v e  c o s t  u s i n g  t h e  o r d e r  i ,  h n  i s  t h e  c u r r e n t  s t e p s i z e ,  p i s  t h e  c h o s e n  o r d e r ,  h n + I  i s  t h e  
c h o s e n  s t e p s i z e ,  a n d  u  i s  a n  a u x i l i a r y  v a r i a b l e .  T h e  r e l a t i v e  c o s t  w [ i ]  c a n  b e  t h e  c p u  t i m e  
n e e d e d  t o  c a l c u l a t e  o n e  s t e p  f o r  a  m e t h o d  o f  o r d e r  i .  T h i s  c a n  b e  d o n e  f r o m  t h e  f i r s t  
c o m p u t a t i o n  w i t h  s t e p s i z e  h
0  
f o r  a l l  m e t h o d  o f  o r d e r  i '  s  i n  3  b y  i n v e s t i g a t i n g  t h e  c p u  
t i m e  f o r  e a c h  o r d e r .  
. . . . .  
A P P E N D I X E  
S T A B I L I T Y  R E G I O N  O F  S I M P L E  P R E D I C T O R - C O R R E C T O R  M E T H O D S  
T h e  t e s t  p r o b l e m  y '  =  f ( t , y )  =  A . y ,  h a s  b e e n  s u c c e s s f u l l y  u s e d  b y  D a h l q u i s t  i n  
a n a l y z i n g  t h e  s t a b i l i t y  r e g i o n  o f  n u m e r i c a l  m e t h o d s  o f  O D E s .  B y  s u b s t i t u t i n g  t h i s  t e s t  
p r o b l e m  i n t o  t h e  E u l e r  m e t h o d  Y n + I  =  Y n  +  h f ( ! n , Y n ) ,  w e  h a v e  Y n + I  =  Y n  +  A . h y n  =  ( 1  + A . h ) Y n ·  
S i n c e  t h e  l a t t e r  c a n  b e  s i m p l i f i e d  i n t o  Y n  =  ( l + A . h ) "  y
0
,  i t  c a n  b e  s a i d  t h a t  t h e  E u l e r  
m e t h o d  w i l l  a b s o l u t e l y  b e  s t a b l e  i f  I I +  ' A h l  : : : : : ;  1 .  F o r  A . h  r e a l ,  t h e  i n t e r v a l  o f  a b s o l u t e  
s t a b i l i t y  i s  - 2  : : : : : ;  A . h  : : : : : ;  0 .  I n  c a s e  A . h  c o m p l e x ,  t h e  r e g i o n  o f  a b s o l u t e  s t a b i l i t y  i s  t h e  r e g i o n  
i n s i d e  a  c i r c l e  w i t h  c e n t e r  (  - 1  , 0 )  a n d  r a d i u s  1 .  B y  a p p l y i n g  t h e  s a m e  p r o c e d u r e  t o  t h e  
i m p l i c i t  E u l e r  m e t h o d  Y n + I  =  Y n  +  h f ( ! n + J > Y n + I ) ,  w e  h a v e  Y n + l  =  Y n  +  ' A h Y n + I ·  F r o m  
g r o u p i n g  t h e  s a m e  v a r i a b l e s ,  w e  h a v e  Y n + I  =  ( 1 - A . h r '  Y m  a n d  t h e n  Y n  =  ( 1 - A . h r "  Y o ·  T h e  
i m p l i c i t  E u l e r  m e t h o d  w i l l  b e  a b s o l u t e l y  s t a b l e  i f  1 1 - A . h l  ~ 1 .  F o r  A . h  r e a l ,  t h e  i n t e r v a l  o f  
a b s o l u t e  s t a b i l i t y  i s  { A . h  I  A . h  ~ 2  o r  A . h  : : : : : ;  0 } .  F o r  t h e  t r a p e z o i d a l  m e t h o d  
Y n + I  =  Y n  +  h l 2 [ f ( t n , y n )  +  f ( ! n + I , Y n + I ) ] ,  w e  g e t  Y n + I  =  Y n  +  h i 2 [ A Y n  +  A Y n + I ] .  B y  g r o u p i n g  
t h e  s a m e  v a r i a b l e s ,  w e  h a v e  Y n +
1
= [ ( 1 + A . h / 2 ) / ( 1 - A . h / 2 ) ] y " '  a n d  Y n = [ ( l + A . h / 2 ) / ( 1 - A . h / 2 ) ] "  Y o ·  
T h e  t r a p e z o i d a l  m e t h o d  i s  s a i d  t o  b e  a b s o l u t e l y  s t a b l e  i f  I (  1  +  A . h / 2 ) / ( 1 - A . h / 2 ) 1  : : : : : ;  1 .  I n  c a s e  
A . h  i s  r e a l ,  t h e  r e g i o n  s t a b i l i t y  o f  t h e  t r a p e z o i d a l  m e t h o d  i s  a n  i n t e r v a l  A . h  <  0 .  F o r  t h e  
c a s e  o f  A . h  c o m p l e x ,  t h e  r e g i o n  o f  a b s o l u t e  s t a b i l i t y  i s  t h e  s e t  o f  c o m p l e x  z  s o  t h a t  t h e  
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d i s t a n c e  b e t w e e n  z  a n d  t h e  p o i n t  z = - 2  i s  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  t h a t  o f  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  
z  a n d  t h e  p o i n t  z = 2 . T h i s  r e g i o n  i s  n o n e  o t h e r  t h a n  h a l f - p l a n e  o f  R e ( A . h )  ~ 0 .  L e t  u s  
e x a m i n e  t h e  c a s e  w h e n  t h e  t r a p e z o i d a l  m e t h o d  i s  u s e d  a s  a  c o r r e c t o r  a n d  t h e  c r u d e  E u l e r  
m e t h o d  i s  u s e d  a s  a  p r e d i c t o r .  T h i s  p r e d i c t o r - c o r r e c t o r  m e t h o d  i s  a l s o  c a l l e d  a  P C  
m e t h o d .  T h e  s t a b i l i t y  o f  t h i s  P C  m e t h o d  w i l l  d e p e n d  o n  b o t h  t h e  p r e d i c t o r  a n d  t h e  
c o r r e c t o r .  T h e  s t a b i l i t y  w i l l  n o t  b e  d o m i n a t e d  b y  t h e  c o r r e c t o r  a l o n e ,  b u t  t h e  p r e d i c t o r  
w i l l  a l s o  c o n t r i b u t e  t o  t h e  s t a b i l i t y  o f  t h i s  P C  m e t h o d .  L e t ' s  a n a l y z e  w h a t  w i l l  h a p p e n  i f  
w e  i t e r a t e  t h e  c o r r e c t o r  u p  t o  m  t i m e s .  T h e  s i t u a t i o n  i s  a s  f o l l o w s :  
Y n + l [ O ]  = y n + h f n  = y n + A . h y n = ( 1 + A . h ) Y n  ( c o r r e c t o r )  
[ I ]  - h i  [ O ]  - h i  h  
Y n + l  - Y n  +  (  2 ) ( f n  +  f n + l  )  - Y n  +  (  2 ) [ A Y n  +  A . ( l  + A .  ) Y n ]  
=  [ 1  + A . h + ( A . h i l 2 ] y n  ( 1 s t  e x e c u t i o n  o f  c o r r e c t o r )  
[ 2 ]  [ I ]  2 1  ]  
Y n + l  =  Y n  + ( h l 2 ) ( f n  +  f n + l  )  =  Y n + ( h l 2 ) [  A Y n  + A . {  [ 1  + A . h + ( A . h )  2 ] y n }  
=  [ 1  + A . h + ( A . h )
2
/ 2 + ( A . h i l 2
2
] y n  ( 2 " d  e x e c u t i o n  o f  c o r r e c t o r )  
Y n + I [ m ]  =  Y n  +  ( h l 2 ) ( f n  +  f n + I [ m - I ] )  =  E ( A . h ) Y n  ( m t h  e x e c u t i o n  o f  c o r r e c t o r )  
w h e r e  E ( A . h )  =  1 + A . h + ( A . h )
2
1 2 + ( A . h )
3
/ 2
2
+  . . .  + ( A . h t + I / 2 m .  I n  o r d e r  t o  h a v e  a n  a b s o l u t e l y  
s t a b l e  c o m p u t a t i o n ,  f i r s t ,  t h e  E ( A . h )  s h o u l d  c o n v e r g e  a s  m  g o e s  t o  i n f i n i t y .  T h i s  i s  o n l y  
p o s s i b l e  f o r  I A . h l 2 1  <  1  o r  I A . h l  <  2 .  T h e  r e g i o n  o f  s t a b i l i t y  h e r e  i s  a  r e g i o n  i n s i d e  a  c i r c l e  
w i t h  c e n t e r  0  a n d  r a d i u s  2 .  B y  c a l c u l a t i n g  t h e  s e r i e s  f o r  E ( A . h ) ,  w e  h a v e  
E ( A . h )  =  1  +  A . h  [
1
- ( A . h  I  2 ) m + l  ] - 1  +  A . h  I  2 - 2 ( A . h  I  2 ) m +
2  
1  - A . h  I  2  - 1  - A . h  I  2  
T h e  s e c o n d  c o n d i t i o n  i s  I  E ( A . h )  I  ~ 1 .  F o r  m  ~ o o ,  E ( A . h )  =  [ 1  + A . h i 2 ] 1 [ 1 - A . h l 2 ] .  B y  
c o n s i d e r i n g  t h e  t w o  c o n d i t i o n s  t o g e t h e r ,  f o r  A . h  c o m p l e x ,  w e  h a v e  t h a t  t h e  r e g i o n  o f  
. . . .  
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s t a b i l i t y  i s  {  A . h  I  R e ( A . h )  ~ 0  a n d  I  A . h  I  <  2 } ,  w h i c h  i s  t h e  l e f t  p a r t  o f  a  r e g i o n  i n s i d e  a  
c i r c l e  w i t h  c e n t e r  0  a n d  r a d i u s  2 .  F o r  A . h  r e a l ,  t h e  i n t e r v a l  o f  s t a b i l i t y  i s  - 2  <  A . h  <  0 .  I t  i s  
c l e a r  t h e n  t h a t  f o r  t h e  c a s e y '  = - S O y ,  t h e  t i m e s t e p  s h o u l d  b e  l e s s  t h a n  2 / 5 0 = 0 . 0 4  i n  o r d e r  
t o  h a v e  a  s t a b l e  c o m p u t a t i o n .  T h e  r e g i o n  o f  s t a b i l i t y  o f  a  P C  m e t h o d  w h e r e  t h e  
t r a p e z o i d a l  r u l e  i s  u s e d  a s  a  c o r r e c t o r  a n d  c r u d e  E u l e r  i s  u s e d  a s  a  p r e d i c t o r ,  i s  s h o w n  i n  
F i g u r e  E - 1 .  
T r a p e z o i d a l  
l m ( A . h )  
R e ( A . h )  
F i g u r e  E - 1  A  P C - M e t h o d  W h e r e  a  T r a p e z o i d a l  a s  a  
C o r r e c t o r  a n d  a n  E u l e r  a s  a  P r e d i c t o r  
L e t  u s  n o w  i n v e s t i g a t e  t h e  c a s e  w h e n  t h e  i m p l i c i t  E u l e r  m e t h o d  i s  u s e d  a s  a  
c o r r e c t o r  a n d  t h e  c r u d e  E u l e r  m e t h o d  i s  u s e d  a s  a  p r e d i c t o r .  L e t  u s  a n a l y z e  w h a t  w i l l  
h a p p e n  i f  w e  i t e r a t e  t h e  c o r r e c t o r  u p  t o  m  t i m e s .  T h e  s i t u a t i o n  i s  a s  f o l l o w s :  
Y n + I [ O ]  = y n + h f n  = y n + A . h y n = ( 1 + A . h ) Y n  
( c o r r e c t o r )  
[ I ]  _  [ 0 ]  _  
Y n + l  - Y n  +  h f n + l  - Y n  +  h A . ( 1  + A . h ) Y n  
=  [ 1  + A . h + ( A . h i l Y n  ( 1 s t  e x e c u t i o n  o f  c o r r e c t o r )  
[ 2 ]  [ I ]  2  
Y n + l  =  Y n  + h f n + l  =  Y n + h A . {  [ 1 + A . h + ( A . h )  ] Y n }  
=  [ 1  + A . h + ( A . h i + ( A . h )
3
] y n  ( 2 n d  e x e c u t i o n  o f  c o r r e c t o r )  
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[ m )  - h f  [ m - 1 ]  - E('~h) 
Y n + l  - Y n  +  n + l  - / 1 ,  Y n  
( m t h  e x e c u t i o n  o f  c o r r e c t o r )  
w h e r e  E ( ' A h )  =  1  + ' A h + ( ' A h )
2
+ ( ' A h )
3
+  . . .  + ( ' A h ) m + l .  I n  o r d e r  t o  h a v e  a b s o l u t e l y  s t a b l e  
c o m p u t a t i o n ,  f i r s t ,  E ( ' A h )  s h o u l d  c o n v e r g e  a s  m  g o e s  t o  i n f i n i t y .  T h i s  i s  o n l y  p o s s i b l e  f o r  
I ' A h l  <  1 .  T h e  r e g i o n  o f  s t a b i l i t y  h e r e  i s  a  r e g i o n  i n s i d e  a  c i r c l e  w i t h  c e n t e r  0  a n d  r a d i u s  1 .  
B y  c a l c u l a t i n g  t h e  s e r i e s  o f  E ( ' A h ) ,  w e  h a v e  
E ( ' A h )  =  [ 1 - ( ' A h ) m + 2 ]  
1 - ' A h  .  
T h e  s e c o n d  c o n d i t i o n  i s  I  E ( ' A h )  I~ 1 .  Form~ o o ,  E ( ' A h )  =  [ 1 - ' A h r
1
•  I n  t h e  c a s e  w h e r e  ' A h  
i s  r e a l ,  f r o m  t h e  t w o  c o n d i t i o n s ,  t h e  r e g i o n  o f  s t a b i l i t y  i s  a n  i n t e r v a l  - 1  <  ' A h  <  0 .  I t  i s  
c l e a r  t h e n  t h a t  f o r  t h e  c a s e y '  =  - 5 0 y ,  t h e  t i m e s t e p  s h o u l d  b e  l e s s  t h a n  1 1 5 0 = 0 . 0 2  i n  o r d e r  
t o  h a v e  a  s t a b l e  c o m p u t a t i o n .  F o r  ' A h  c o m p l e x ,  w e  h a v e  t h a t  t h e  r e g i o n  o f  s t a b i l i t y  i s  
{  ' A h  I  1 1 - ' A h l  ; : : : :  1  a n d  I  ' A h  I  <  1 } .  A  g r a p h i c a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h i s  r e g i o n  o f  s t a b i l i t y  i s  
g i v e n  i n  F i g u r e  E - 2 .  
I m ( A . h )  I  1 - A . h  1  ~ 1  
R e ( f . h )  
F i g u r e  E - 2  A  P C - M e t h o d  W h e r e  t h e  I m p l i c i t  E u l e r  M e t h o d  
a s  a  C o r r e c t o r  a n d  C r u d e  E u l e r  a s  a  P r e d i c t o r  
A P P E N D I X F  
C O L L E C T I O N  O F  P R O G R A M S  
M a t h e m a t i c a  1 .  K i d n e y  P r o b l e m s  
( * L o a d i n g  G r a p h i c s  a n d  M u l t i p l e P l o t  p a c k a g e s  * )  
< < G r a p h i c s '  G r a p h i c s '  
< < G r a p h i c s '  M u l t i p l e L i s t P l o f  
( *  C r e a t e  m o d u l e  f o r  s o l v i n g  t h e  p r o b l e m s * )  
C l e a r [  s o l s ]  
s o l s [ l _ , t i t l e  _ ] : = M o d u l e [  {  d s y s , y 1  , y 2 , y 3 , y 4 , y 5 ,  
y  1  o u t , y 2 o u t , y 3 o u t , y 4 o u t , y 5 o u t , t } ,  
e n d t i m e = 1 ;  
a = 1 0 0 ;  
b = 0 . 9 ;  
c = 1 0 0 0 ;  
d = 1 0 ;  
t m i n = O ;  
t m a x = 1 ;  
d t = O . l ;  
e q o n e = y  1 ' [ t ] = = a * y 1  [ t ] * ( y 3 [ t ] - y 1  [ t ] ) / y 2 [ t ] ;  
e q t w o = y 2 ' [ t ] = = - a * ( y 3 [ t ] - y 1  [ t ] ) ;  
e q t h r e e = y 3 '  [  t  ] = = ( b - e *  ( y 3  [  t  ] - y 5  [  t  ] ) - a  * y 3  [  t ]  * ( y 3  [  t  ] - y  1  [  t ] )  ) / y 4  [  t ] ;  
e q f o u r = y 4 ' [ t ] = = a * ( y 3 [ t ] - y 1  [ t ] ) ;  
e q f i v e = y 5 ' [  t  ] = = - c * ( y 5  [  t  ] - y 3  [  t  ] ) / d ;  
d s y s = N D S o l v e [  {  e q o n e , e q t w o , e q t h r e e , e q f o u r , e q f i v e ,  
y 1  [ 0 ] = = 1  , y 2 [ 0 ] = =  1  , y 3  [ 0 ] = = 1  , y 4 [ 0 ] = = - 1  O , y 5 [ 0 ] = = 1 } ,  
{ y 1  [ t ] , y 2 [ t ] , y 3 [ t ] , y 4 [ t ] , y 5 [ t ] } ,  {  t , O , e n d t i m e }  , M a x S t e p s - > 5 0 0 0 ] ;  
y 1 o u t = T a b l e [  {  t , y 1  [ t ] / . d s y s [ [ 1  ] ] } ,  {  t , t m i n , t m a x , d t }  ] ;  
y 2 o u t = T a b l e [  {  t , y 2 [ t ] / . d s y s [ [ 1  ] ] }  ,  {  t , t m i n , t m a x , d t } ] ;  
y 3 o u t = T a b l e [  {  t , y 3 [ t ] / . d s y s [ [ 1 ] ] } ,  {  t , t m i n , t m a x , d t }  ] ;  
y 4 o u t = T a b l e [  {  t , y 4 [ t ] / . d s y s [ [ 1  ] ] }  ,  {  t , t m i n , t m a x , d t }  ] ;  
y 5 o u t = T a b l e [  {  t , y 5 [ t ] / . d s y s [ [ 1  ] ]  }  ,  {  t , t m i n , t m a x , d t }  ] ;  
M u l t i  p l e L i s t P l o t [ y  1  o u t , y 2 o u t , y 3 o u t , y 4 o u t , y 5 o u t ,  
P l o t R a n g e - > A l l , A x e s O r i g i n - > { 0 . , 0 . }  , A x e s L a b e l - > { " t "  , " y " } ,  
P l o t L a b e l - > t i t l e , P l o t J o i n e d - > T r u e ] ]  
( *  P l o t  t h e  o u t p u t s  * )  
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. . . . . . . . . . . _  
g r a p h 1  = s o l s [ 0 . 9 9 0 2 6 8 8 3 5 9 , " 1 = 0 . 9 9 0 2 6 8 8 3 5 9 " ] ;  
g r a p h 2 = s o l s [ 0 . 9 9 0 2 8 3 4 9 9 , " 1 = 0 . 9 9 0 2 8 3 4 9 9 " ] ;  
g r a p h 3 = s o l s [ 0 . 9 9 2 5 2 1 1 3 4 1 , " 1 = 0 . 9 9 2 5 2 1 1 3 4 1  " ] ;  
g r a p h 4 = s o l s [ 1 . 0 3 0 4 8 7 9 8 5 6 , " 1 =  1 . 0 3 0 4 8 7 9 8 5 6 " ] ;  
g r a p h 5 = s o l s [ 0 . 9 9 , " 1 = 0 . 9 9 " ] ;  
g r a p h 6 = s o l s [ 0 . 9 , " 1 = 0 . 9 " ] ;  
g r a p h 7 = s o l s [ O . , " l = O .  " ] ;  
S h o w [  G r a p h i c s A r r a y [  {  { g r a p h  1  , g r a p h 2 } ,  {  g r a p h 3  , g r a p h 4 } ,  
{ g r a p h 5 , g r a p h 6 , g r a p h 7 } } ] ]  
M a t h e m a t i c a  2 .  A u t o c a t a l i t i c  R e a c t i o n  P a t h w a y  
( * L o a d i n g  G r a p h i c s ,  M u l t i p l e P l o t ,  L e g e n d  p a c k a g e s  * )  
< < G r a p h i c s '  G r a p h i c s '  
< < G r a p h i c s '  M u l t i p l e L i s t P l o t '  
< < G r a p h i c s '  L e g e n d '  
( *  C r e a t e  s y m b o l s  f o r  l e g e n d  * )  
N e w M a k e S y m b o l [  { a _ , L i n e [ x _ ] }  ] : =  
M o d u l e [ { y u g h , y } ,  y = L i n e [ ( S c a l e d [ # 1 , y u g h ]  &  )  / @  x ] ;  
y = y  / .  y u g h - > #  1  ; E v a l u a t e [  {  a , y }  ] &  ]  
N e w M a k e S y m b o l [ L i n e [  x  _ ] ]  : =  
N e w M a k e S y m b o l [  {  A b s o l u t e T h i c k n e s s [ 0 . 1  ] , L i n e [  x ] } ]  
d i a m o n d = R e g u l a r P o l y g o n [ 4 , 0 . 0 2 ] ;  
t r i a n g l e = R e g u l a r P o l y g o n [ 3 , 0 . 0 2 ] ;  
s t a r = R e g u l a r P o l y g o n [ 5 , 0 . 0 2 ,  {  0 , 0 }  , 0 , 2 ] ;  
s n o w f l a k e =  L i n e [  {  {  0 , 0 } ,  {  0 , 0 . 0 2 5 } ,  {  0 , 0 } ,  
{ S q r t [ 3 ] / 8 0 , 0 . 0 1 2 5 } ,  { 0 , 0 } ,  
{  S q r t [ 3  ] / 8 0 , - 0 . 0  1 2 5 } ,  {  0 , 0 } ,  {  0 , - 0 . 0 2 5 } ,  
{  0 , 0 } ,  {  - S q r t [ 3  ] / 8 0 , - 0 . 0  1 2 5 } ,  {  0 , 0 } ,  
{  - S q r t [ 3 ] / 8 0 , 0 . 0 1 2 5 } ,  {  0 , 0 } }  ] ;  
s q u a r e =  L i n e [  {  {  - 0 . 0 1 2 5 , - 0 . 0 1 2 5 } , { 0 . 0 1 2 5 , - 0 . 0 1 2 5 } ,  
{  0 . 0 1 2 5 , 0 . 0 1 2 5 }  '  {  - 0 . 0 1 2 5 , 0 . 0 1 2 5 } '  
{  - 0 . 0 1 2 5 , - 0 . 0 1 2 5 } }  ] ;  
( *  e n d  o f  c r e a t i n g  s y m b o l s * )  
( *  M o d u l e  f o r  s e l e c t i n g  o u t p u t s  t o  b e  p l o t t e d  * )  
B e g i n P a c k a g e [ " O u t P l o t '  " ] ;  
O u t P l o t :  : u s a g e = " O u t P l o t [  f ]  
s e l e c t i v e l y  c h o o s e  t h e  o u t p u t  t o  b e  p l o t t e d . " ;  
B e g i n [ " '  P r i v a t e ' " ] ;  
O u t P l o t [ f _ , t O  _ , t f  _ ] : =  
M o d u l e [ { } ,  
1 = { } ;  
F o r [  x = t O , x < = t f , x = x  1 0 ,  
l = A p p e n d [ l , N [  { L o g [ 1  O , x ] , f [ x ] }  ] ] ] ;  
1 5 3  
E n d [ ] ;  
E n d P a c k a g e [ ] ;  
R e t u r n [ l ] ;  
] ;  
( *  e n d  o f  m o d u l e  * )  
( * C o m p u t e  t h e  O D E  p r o b l e m  n u m e r i c a l l y * )  
e n d t i m e = 4  1  0 " '  1  0 ;  
C l e a r [ y l  , y 2 , y 3 , t ]  
d s y s = N D S o l v e [  
{ y l ' [ t ] = - 0 . 0 4  y 1  [ t ] +  1  0 " ' 4  y 2 [ t ]  y 3 [ t ] ,  
y 2 ' [ t ) = = 0 . 0 4  y l [ t ) - 1 0 A 4  y 2 [ t )  y 3 [ t ) -
3  1  O A 7  y 2 [ t ]  y 2 [ t ] ,  
y 3 ' [ t ] = = 3  I O A 7  y 2 [ t ]  y 2 [ t ] ,  
y  1  [ 0 ] = =  1  , y 2 [ 0 ] = = 0 , y 3  [ 0 ] = 0 } ,  
{ y 1  [ t ] , y 2 [ t ] , y 3 [ t ] } ,  {  t , O , e n d t i m e }  ] ;  
y l [ t _ ] =  y 1 [ t ] / . d s y s [ [ 1 ] ] ;  
y 2 [ t _ ] =  y 2 [ t ] / . d s y s [ [ l ] ] ;  
y 3 [ t _ ] =  y 3 [ t ] / . d s y s [ [ 1 ] ] ;  
( * e n d  o f  c o m p u t a t i o n * )  
( *  S e l e c t i n g  o u t p u t  t o  b e  p l o t t e d  * )  
y 1 o u t = O u t P l o t [ y 1 , 1 0 , 4  1 0 A 1 0 ] ;  
y 2 o u t = O u t P l o t [ y 2 , 1 0 , 4  1 0 A 1 0 ] ;  
y 3 o u t = O u t P l o t [ y 3 , 1 0 , 4  1 0 A 1 0 ] ;  
( *  P l o t  t h e  o u t p u t  * )  
S h o w  L e g e n d [  
M u l t i p l e L i s t P l o t [ y  1  d a t , y 2 d a t , y 3 d a t ,  
D o t S h a p e s - > { N e w M a k e S y m b o l [ s n o w f l a k e ] ,  
N e w M a k e S y m b o l [  d i a m o n d ] ,  
N e w M a k e S y m b o l [ s t a r ] } ,  
P l o t J o i n e d - >  T r u e ,  
A x e s L a b e l - > { " t "  , " y " } ,  
D i s p l a y F u n c t i o n - > l d e n t i t y  ] ,  
{  {  { G r a p h i c s [ s n o w f l a k e ] , " y 1  " } ,  
{ G r a p h i c s [  d i a m o n d ] ,  " y 2 " } ,  
{  G r a p h i c s [ s t a r ] , " y 3 " } } ,  
L e g e n d S i z e - > { 0 . 5 , 0 . 5 } ,  
L e g e n d S h a d o w - >  {  0 , 0 } ,  
L e g e n d B o r d e r - >  N o n e ,  
L e g e n d P o s i t i o n - > { 0 . 3 , - 0 . 2 } } ]  
M a t h e m a t i c a  3 .  P r o b l e m  D 4  o f  E n r i g h t  a t  a l .  
( * L o a d i n g  G r a p h i c s  a n d  L e g e n d  p a c k a g e s * )  
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< < G r a p h i c s '  G r a p h i c s '  
< < G r a p h i c s '  L e g e n d '  
( *  D e f i n e  t h e  O D E  p r o b l e m  t o  b e  s o l v e d  * )  
e n d t i m e = 5 0 ;  
C l e a r [ y  1  , y 2 , y 3  , e q o n e , e q t w o , e q t h r e e , t ] ;  
e q o n e = y 1 ' [ t ] = = - 0 . 0 1 3  y 1 [ t ] - 1 0 " 3  y l [ t ]  y 3 [ t ] ;  
e q t w o = y 2 ' [ t ] = = - 2 5 0 0  y 2 [ t ]  y 3 [ t ] ;  
e q t h r e e = y 3 ' [ t ] = = 0 . 0 1 3  y 1 [ t ] - 1 0 " 3  y 1 [ t ]  y 3 [ t ] -
2 5 0 0  y 2 [ t ]  y 3 [ t ] ;  
( *  C o m p u t e  t h e  O D E  p r o b l e m  n u m e r i c a l l y  * )  
d s y s = N D S o l v e [  {  e q o n e , e q t w o , e q t h r e e ,  y 1  [ 0 ] = = 1  , y 2 [ 0 ] = = 1  , y 3 [ 0 ] = = 0 } ,  
{ y 1  [ t ] , y 2 [ t ] , y 3 [ t ] } ,  { t , O , e n d t i m e }  ] ;  
y 1  [ t . J =  y 1  [ t ] / . d s y s [ [ 1 ] ] ;  
y 2 [ t . J =  y 2 [ t ] / . d s y s [ [ 1 ] ] ;  
y 3 [ t . J =  y 3 [ t ] / . d s y s [ [ 1 ] ] ;  
( *  P l o t  t h e  r e s u l t s  * )  
y 1  o u t = P l o t [ y 1  [ t ] ,  {  t , O , e n d t i m e }  , P l o t R a n g e - > A l l , A x e s L a b e l - > {  
1 1
t
1 1  
,
1 1
y 1  
1 1
} ,  
A x e s 0 r i g i n - > { O , y 1  [ e n d t i m e ] - 0 . 0 2 } , T i c k s - > {  { 0 , 2 5 , 5 0 } , { 0 , 0 . 8 , 1 }  } ,  
P l o t S t y l e - >  { A b s o l u t e  T h i c k n e s s [  1  ] , A b s o l u t e D a s h i n g [  {  5 , 5 } ] } ,  
P l o t P o i n t s - >  1 5 ] ;  
y 2 o u t = P l o t [ y 2 [ t  ] ,  {  t , O , e n d t i m e }  , P l o t R a n g e - >  A l l , A x e s L a b e l - >  {  
1 1
t
1 1  
,
1 1
y 2
1 1
} ,  
A x e s 0 r i g i n - > { O , y 2 [ e n d t i m e ] - O . O l  } , T i c k s - > {  { 0 , 2 5 , 5 0 } ,  { 0 , 0 . 9 , 1 } } ,  
P l o t S t y l e - > {  A b s o l u t e T h i c k n e s s [ 1 . 2 ] , A b s o l u t e D a s h i n g [  { 2 , 2 } ] } ,  
P l o t P o i n t s - >  1 5 ] ;  
y 3 o u t = P l o t [ y 3  [ t ] ,  {  t , O , e n d t i m e }  , P l o t R a n g e - >  A l l , A x e s L a b e l - >  {  
1 1
t
1 1  
,
1 1
y 3  
1 1
} ,  
T i c k s - > {  { 0 , 2 5 , 5 0 } , { 0 , 3 . 5  1 0 " - 6 }  } , P l o t S t y l e - > { A b s o l u t e T h i c k n e s s [ 2 ] } ,  
P l o t P o i n t s - >  1 5 ] ;  
y a l l = P l o t [  { y l  [ t ] , y 2 [ t ] , y 3 [ t ] } , { t , O , e n d t i m e  } , P l o t R a n g e - > { A u t o m a t i c , { 0 , 1 }  } ,  
P l o t S t y l e - >  {  { A b s o l u t e  T h i c k n e s s [  1  ] , A b s o l u t e D a s h i n g [  {  5 , 5 } ] } ,  
{  A b s o l u t e T h i c k n e s s [ 1 . 2 ] , A b s o l u t e D a s h i n g [  { 2 , 2 } ] } ,  
A b s o l u t e T h i c k n e s s [ 2 ] } ,  
L e g e n d S i z e - >  {  0 .  3 ,  0 .  3 }  , L e g e n d S h a d o w - >  N  o n e , L e g e n d B o r d e r - >  {  0 } ,  
L e g e n d P o s i t i o n - > {  - 0 . 2 , - 0 . 3 }  , A x e s L a b e l - > {  
1 1
t
1 1  
,
1 1
Y
1 1
} ,  
P l o t L e g e n d - > {
1 1
y 1  
1 1
,
1 1
y 2
1 1
,
1 1
Y 3
1 1
}  ] ;  
S h o w [ G r a p h i c s A r r a y [  {  { y  1  o u t , y 2 o u t } ,  { y 3 o u t , y a l l } }  ] ]  
M a t h e m a t i c a  4 .  P r o b l e m  P r o p o s e d  b y  G u p t a  a n d  W a l l a c e  
( * L o a d i n g  G r a p h i c s  a n d  L e g e n d  p a c k a g e s * )  
< < G r a p h i c s '  G r a p h i c s '  
< < G r a p h i c s '  L e g e n d '  
( *  D e f i n e  t h e  O D E  p r o b l e m  t o  b e  s o l v e d  * )  
e n d  t i m e =  1  0 ;  
C l e a r [ y  1  , y 2 , e q o n e , e q t w o , t ] ;  
1 5 5  
v = - 8 0 ;  
w = 8 ;  
e q o n e = y 1 ' [ t ] = = v  y 1  [ t ]  - w  y 2 [ t ]  + (  - v + w +  1 )  E x p [ t ] ;  
e q t w o = y 2 ' [ t ] = = w  y 1  [ t ]  +  v  y 2 [ t ]  + (  - v - w +  1 )  E x p [ t ] ;  
( *  S o l v e  t h e  O D E  p r o b l e m  N u m e r i c a l l y  * )  
d s y s = N D S o l v e [  {  e q o n e , e q t w o , y 1  [ 0 ] = = 1 , y 2 [ 0 ] = = 1  } , { y 1  [ t ] , y 2 [ t ] } ,  
{  t , O , e n d t i m e }  , M a x S t e p s - > 2 0 0 0 ] ;  
y 1  [ t _ j =  y 1  [ t ] / . d s y s [ [ 1 ] ] ;  
y 2 [ t _ j =  y 2 [ t ] / . d s y s [ [ 1 ] ] ;  
y 1  o u t = P l o t [ y 1  [ t ] ,  {  t , O , e n d t i m e }  , P l o t R a n g e - > A l l , A x e s L a b e l - > {  
1 1
t
1 1  
,
1 1
y 1  
1 1
} ,  
A x e s O r i g i n - > { O , O } , T i c k s - > {  { 0 , 5 , 1  O } , A u t o m a t i c  } ,  
P l o t S t y l e - > {  A b s o l u t e T h i c k n e s s [ 1  ] , A b s o l u t e D a s h i n g [  {  5 , 5 } ] } ,  
P l o t P o i n t s - >  1 5 ] ;  
y 2 o u t =  P l o t [ y 2  [  t ] ,  {  t ,  0  , e n d t i m e }  , P l o t R a n g e - >  A l l , A x e s L a b e l - >  {  
1 1
t  
1 1
,  
1 1
Y 2  I I } ,  
T i c k s - > {  {  0 , 5 ,  1  0 }  , A u t o m a t i c  } , P l o t S t y l e - > {  A b s o l u t e T h i c k n e s s [ 2 ] } ,  
P l o t P o i n t s - >  1 5 ] ;  
y a l l = P l o t [  { y 1  [ t ] , y 2 [ t ] } , { t , O , e n d t i m e  } , P l o t R a n g e - > A l l ,  
P l o t S t y l e - > {  { A b s o l u t e T h i c k n e s s [ 1 ] , A b s o l u t e D a s h i n g [  {  5 , 5 }  ] } ,  
A b s o l u t e T h i c k n e s s [ 2 ] } , L e g e n d S i z e - > { 0 . 3 , 0 . 3  } , L e g e n d S h a d o w - > N o n e ,  
L e g e n d B o r d e r - >  {  0 }  , L e g e n d P o s i t i o n - > {  0 . , - 0 . 3 }  , A x e s L a b e l - >  {  
1 1
t
1 1
,  
1 1
Y
1 1
} ,  
P l o t L e g e n d - > {
1 1
y 1  
1 1
,
1 1
y 2
1 1
}  ] ;  
S h o w [ G r a p h i c s A r r a y [  {  { y  1  o u t , y 2 o u t } ,  { y a l l } } ] ]  
M a t h e m a t i c a  5 .  S t a b i l i t y  R e g i o n  o f  E x p l i c i t  R u n g e - K u t t a  
( *  L o a d i n g  F i l l e d P l o t  p a c k a g e  * )  
< < G r a p h i c s ' F i l l e d P l o t ' ;  
S t a b i l i t y R u n g e K u t t a :  : u s a g e =
1 1
S t a b i l i t y R u n g e K u t t a [  n , n a m e ]  
P l o t  s t a b i l i t y  r e g i o n  o f  R u n g e - K u t t a
1 1
;  
( *  C r e a t e d  b y  E d w a r d  P u r b a  
1 5 6  
C o m p u t e r - S c i e n c e ,  O k l a h o m a  S t a t e  U n i v e r s i t y ,  1 9 9 6  * )  
S t a b i l i t y R u n g e K u t t a [  n  _ j  : = M o d u l e [  {  c o e f f , t h e t a , z O , k , t , l ,  i , f z , d f z , z , n a n g l e , s d t , t b l } ,  
I f 1 n < 1 ,  
( *  t h e n * )  
P r i n t [
1 1
T h e  o r d e r  s h o u l d  b e  > =  1  \ n " ] ,  
( *  e l s e * )  
I f 1 n = = 1 ,  
( * t h e n * )  
F i l l e d P l o t [  { S q r t [ 1 - ( x +  1  ) " 2 ] , - S q r t [ 1 - ( x +  1  ) " 2 ] } ,  
{  x , - 2 ,  0 }  , A s p e c t R a t i o - >  1  , F i l l s - > G r a y  L e v e l  [ 0 .  9  5 ] ,  
P l o t S t y l e - > D a s h i n g [  { 0 . 0 1 }  ] ,  
P l o t L a b e l - > S t r i n g J o i n [ " O r d e r - " ,  T o S t r i n g [  n  ] ] ] ,  
( *  e l s e  * )  
c o e f f = T a b l e [ 1 / i ! ,  {  i , O , n ,  1 }  ] ;  
] ;  
n a n g l e = 3 5 ;  
t b l = { O , O , O , O , O ,  7 0 ,  7 5 ,  7 5 , 6 0 , 7 0 ,  1 4 0 , 1 4 0 , 1 4 0 , 1 4 0 ,  
1 4 0 , 2 1 0 , 2 1 0 , 2 1 0 , 2 1 0 , 2 1 0 , 2 1 0 } ;  
I f [  n  <  2 2 ,  
( * t h e n * )  
s d t = n * n a n g l e - t b l [ [ n  ] ] ,  
( *  e l s e  * )  
s d t = n * n a n g l e - F l o o r [ ( n - 2 ) / 5 ] * 7 0 ;  
] ;  
t h e t a = 2  P i / n a n g l e ;  
z = O ;  
1 = { } ;  
F o r [ k = O ,  k < = s d t ,  k + + ,  
z O  = 9 9 9 9 9 . ;  
t  =  N [ k * t h e t a , 9 ] ;  
W h i l e [ A b s [ z - z O ]  >  l W ' - 6 ,  
z O = z ;  
f z = c o e f f [ [  n +  1  ] ] ;  
d f z = c o e f f [ [ n +  1 ] ] ;  
( *  H o m e r ' s  r u l e  i s  u s e d  t o  r e p r e s e n t  t h e  p o l y n o m i a l  * )  
F o r [ i = n  i > = 2  i - -
,  ,  ,  
( *  C a l c u l a t e  F ( z )  =  r ( z ) - e ' \ i t )  * )  
f z = f z * z O + c o e f f [ [ i ] ] ;  
( * C a l c u l a t e  d f [ z ] / d z  * )  
d f z = d f z *  z O + f z ;  
] ;  
f z = f z * z O  +  c o e f f [ [ 1 ] ] ;  
f z  =  f z - C o s [ t ]  - I  S i n [ t ] ;  
z  =  z O - f z / d f z ;  
] ;  
l = A p p e n d [ l , N [  { R e [ z ] , I m [ z ] }  ] ] ;  
z O = z ;  
] ;  
L i s t F i l l e d P l o t [ l , F i l l s - > G r a y L e v e l [ 0 . 9 5 ] ,  
A s p e c t R a t i o - >  1  , A x e s O r i g i n - >  {  0 , 0 } ,  
P l o t L a b e l - > S t r i n g J o i n [ " O r d e r - " ,  T o S t r i n g [  n  ] ] ]  ;  
] ;  
] ;  
S t a b i l i t y  R u n g e K u t t a [ 2 ]  
P r o g r a m  1 .  M a i n  P r o g r a m  f o r  M E B D F  w i t h  t h e  C a s e  o f  K i d n e y  P r o b l e m s  
1 5 7  
c  
P R O G R A M  R U N M E B  
I M P L I C I T  N O N E  
C  T H E  R E A L  W O R K  A R R A Y  N E E D S  T O  B E  A T  L E A S T  2 * N * N  +  3 7 * N  W O R D S  L O N G  
C  T H E  I N T E G E R  W O R K  A R R A Y  N E E D S  T O  B E A T  L E A S T  N  W O R D S  L O N G  
c  
R E A L  * 8  Y ( 5 ) ,  W O R K ( 2 3 5 ) ,  H U S E D  
I N T E G E R  I W O R K ( 5 ) ,  N Q U S E D ,  N S T E P ,  N F E ,  N J E ,  N D E C ,  N B S O L  
I N T E G E R  N P S E T ,  N C O S E T ,  M A X O R D ,  L O U T ,  L  W O R K ,  L I W O R K ,  N  
E X T E R N A L  F C N  
E X T E R N A L  F E X ,  J E X ,  C L O C K  
C O M M O N / M E B D F 2 / H U S E D , N Q U S E D , N S T E P , N F E , N J E , N D E C , N B S O L , N P S E T ,  
+  N C O S E T , M A X O R D  
c  
C  T H E  I N C L U S I O N  O F  T H E  C O M M O N  B L O C K  / M E B D F 2 /  A L L O W S  T H E  U S E R  T O  
C  A C C E S S  V A R I O U S  C O U N T E R S  T H A T  M A Y  B E  O F  I N T E R E S T  T O  H I M .  
C  T H E S E  V A R I A B L E S  A R E  E X P L A I N E D  I N  T H E  C O M M E N T S  I N  S U B R O U T I N E  
C  M E B D F .  
C  T H E  U S E R  N E E D S  T O  S E T  T H E  U N I T  R O U N D - O F F  E R R O R  F O R  T H E  M A C H I N E  
C  B E I N G  U S E D  I N  T H E  B L O C K  D A T A  S T A T E M E N T  F O L L O W I N G  S U B R O U T I N E  
C  M E B D F .  
c  
c  
R E A L  * 8  
R E A L  * 4  
I N T E G E R  
D A T A  
D A T A  
D A T A  
D A T A  
D A T A  
A L P H A ,  D E L T A ,  T O ,  T ,  T E N D ,  T O U T ,  H S T A R T ,  H O ,  T O L  
D T I M E ,  E T I M E ,  T O T A L ,  T I M E S ( 2 )  
I N D E X  
L O U T  / 6  ! ,  L  W O R K / 2 3 5 / ,  L I W O R K / 5 / ,  N / 5 /  
T O / O . D O / ,  T E N D I I . D O / ,  D E L  T  A / 0 . 1  D O /  
Y (  I  ) , Y ( 2 ) , Y ( 3 ) , Y (  4 ) 1 l . D O ,  ! . D O ,  l . D 0 , - 1  O . D O /  
I N D E X I I / ,  H S T A R T I I . D - 6 / ,  T O L / l . D - 6 /  
T I M E S / 0 . 0 , 0 . 0 /  
R E A D ( * ,  * ) A L P H A  
Y ( 5 ) = A L P H A  
T = T O  
H O = H S T A R T  
P R I N T * , ' A L P H A  = ' , A L P H A  
C  T H E S E  A R E  T H E  I N I T I A L  S T E P S  C H O S E N  B Y  T H E  D E T E S T  P A C K A G E  
C  F O R  T H I S  P R O B L E M  
c  
T O U T = T O + D E L  T  A  
T O T A L = D T I M E ( T I M E S )  
1 0  C O N T I N U E  
I F ( T O U T . L E . T E N D )  T H E N  
2 0  C O N T I N U E  
C A L L  M E B D F ( N ,  T ,  H O ,  Y ,  T O U T ,  T E N D ,  T O L ,  2 1 ,  I N D E X ,  L O U T ,  
+  L  W O R K ,  W O R K ,  L I W O R K ,  I  W O R K ,  F C N )  
I F  ( ( I N D E X . N E . O ) . A N D . ( I N D E X . N E . 3 ) )  T H E N  
I F ( I N D E X . E Q . l )  T H E N  
I N D E X = O  
G O T 0 2 0  
E N D I F  
W R I T E (  6  , 1 5 )  I N D E X  
! 5 8  
S T O P  
E N D  I F  
c  
C  H A V E  C O M P L E T E D  O N E  S T E P  
c  
c  
C  H A V E  W E  F I N I S H E D  Y E T ?  
c  
*  
c  
I F (  I N D E X . E Q . O )  T H E N  
W R I T E (  6 , 2 5 0 ) T , N S T E P , N F E , N J E , N Q U S E D , H U S E D ,  Y (  1  ) ,  
Y ( 2 ) , Y ( 3 ) , Y ( 4 ) , Y ( 5 )  
C  T H E N  W E  H A V E  E F F E C T I V E L Y  H I T  T O U T  
c  
E N D I F  
T = T O U T  
E L S E  
I N D E X = 3  
G O T 0 2 0  
E N D  I F  
T O U T = T O U T + D E L T A  
G O T 0 1 0  
T O T  A L = D T I M E ( T I M E S )  
W R I T E ( 6 ,  6 9 0 )  T O L  
6 9 0  F O R M A T ( 1 X ,  ' R E Q U E S T E D  T O L E R A N C E ' , 5 X ,  1 P E 1 0 . 3 )  
P R I N T * , '  U s e r  S y s  T o t a l '  
P R I N T * ,  T I M E S ( 1 ) , T I M E S ( 2 ) ,  T O T A L  
c  
C  T H E S E  V E R Y  S M A L L  C O N S T A N T S  S H O U L D  B E  S E T  T O  Z E R O  I F  T H E R E  
C  A R E  L I K E L Y  T O  B E  D I F F I C U L T I E S  D U E  T O  U N D E R F L O W .  
c  
2 5 0  F O R M A T ( 1 X , D 1 1 . 6 , 1 4 , 1 4 , 1 4 , 1 3 , D 1 4 . 6 , 5 ( 1 X , D 1 2 . 6 ) )  
1 5  F O R M A T ( '  * * * I N T E G R A T I O N  H A S  F A I L E D * * *  W I T H  I N D E X = ' , l 3 )  
S T O P  
E N D  
S U B R O U T I N E  F C N ( T , Y , Y D O T )  
I M P L I C I T  D O U B L E  P R E C I S I O N ( A - H , O - Z )  
D I M E N S I O N  Y ( 5 ) , Y D O T ( 5 )  
A = 1 0 0 . D O  
B = 0 . 9 D O  
C = 1 0 0 0 . D O  
D = 1 0 . D O  
Y D O T ( J  ) =  A  * Y ( J  ) * ( Y ( 3 ) - Y ( l  ) ) / Y ( 2 )  
Y D O T ( 2 ) = - A  * ( Y ( 3 ) - Y ( J  ) )  
Y D O T ( 3 ) = ( B - C * ( Y ( 3 ) - Y ( 5 ) ) - A  * Y ( 3 ) * ( Y ( 3 ) - Y (  1  ) ) ) / Y (  4 )  
Y D O T ( 4 ) = A  * ( Y ( 3 ) - Y ( J ) )  
Y D O T ( 5 ) = - C * ( Y ( 5 ) - Y ( 3 ) ) / D  
R E T U R N  
E N D  
S U B R O U T I N E  P D E R V ( T , Y , P W )  
I M P L I C I T  D O U B L E  P R E C I S I O N ( A - H , O - Z )  
1 5 9  
D I M E N S I O N  Y ( 5 ) , P W ( 5 , 5 )  
A = I O O . D O  
B = 0 . 9 D O  
C = I O O O . D O  
D = I O . D O  
P W ( l ,  1  ) =  ( - A  * Y ( l )  + A  * ( Y ( 3 ) - Y ( l  ) ) ) N ( 2 )  
P W ( l  , 2 ) =  - A  * Y ( l  ) * ( Y ( 3 ) - Y ( l  ) ) / ( Y ( 2 ) * Y ( 2 ) )  
P W ( l  , 3 ) = A  * Y ( l  ) N ( 2 )  
P W ( l , 4 ) = 0 . D O  
P W ( l  , 5 ) = 0 . D O  
P W ( 2 , 1 ) = A  
P W { 2 , 2 ) = 0 . D O  
P W ( 2 , 3 ) = - A  
P W ( 2 , 4 ) = 0 . d 0  
P W ( 2 , 5 ) = 0 . d 0  
P W ( 3 ,  I  ) = A  * Y ( 3 ) N ( 4 )  
P W ( 3 , 2 ) = 0 . D O  
P W { 3 , 3 ) = ( - C - A  * Y ( 3 ) - A  * { Y ( 3 ) - Y { l  ) ) ) N ( 4 )  
P W ( 3 , 4 ) = - ( B - A  * Y ( 3 ) * ( Y ( 3 ) - Y (  I  ) ) - C * ( Y ( 3 ) - Y ( 5 ) ) ) / ( Y (  4 ) * Y (  4 ) )  
P W ( 3 , 5 ) = C N ( 4 )  
P W ( 4 , 1 ) = - A  
P W { 4 , 2 ) = 0 . D O  
P W { 4 , 3 ) = A  
P W ( 4 , 4 ) = 0 . D O  
P W ( 4 , 5 ) = 0 . D O  
P W ( 5 ,  I  ) = O . D O  
P W { 5 , 2 ) = 0 . D O  
P W { 5 , 3 ) = C / D  
P W { 5 , 4 ) = 0 . D O  
P W ( 5 , 5 ) = - C / D  
R E T U R N  
E N D  
1 6 0  
P r o g r a m  2 .  M a i n  P r o g r a m  f o r  V O D E  w i t h  t h e  C a s e  o f  A u t o c a t a l y t i c  R e a c t i o n  P r o b l e m s .  
P R O G R A M  R U N V O D E  
I M P L I C I T  N O N E  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  R  W O R K  =  R e a l  w o r k  a r r a y  o f l e n g t h  a t  l e a s t . .  
*  2 2  +  9 * N E Q  +  2 * N E Q * * 2  f o r  M F = 2 1  o r  2 2 ,  
*  I  W O R K  =  I n t e g e r  w o r k  a r r a y  o f  l e n g t h  a t  l e a s t  . .  
*  3 0  +  N E Q  f o r  M F = 2 1 ,  2 2 ,  2 4 ,  o r  2 5  
*  L R W  = D e c l a r e d  l e n g t h  o f  R W O R K .  ( i n  U s e r ' s  D I M E N S I O N  s t a t e m e n t )  
*  L I W  =  D e c l a r e d  l e n g t h  o f  I W O R K .  ( i n  u s e r ' s  D I M E N S I O N  s t a t e m e n t )  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
R E A L  * 8  
R E A L * 8  
I N T E G E R  
I N T E G E R  
E X T E R N A L  
R E A L  * 4  
A T O L ( 3 ) ,  R P A R ,  R T O L ,  R W O R K ( 6 7 ) ,  T ,  T O U T ,  Y ( 3 )  
D E L T A ,  T O ,  T E N D ,  H U  
I W O R K ( 3 3 ) ,  N E Q ,  I T O L ,  I S T A T E ,  I T A S K ,  I O P T ,  L R W ,  L I W ,  M F  
N C F N ,  N E T F ,  N F E ,  N J E ,  N L U ,  N N I ,  N Q U ,  N S T ,  I P A R  
F E X ,  J E X ,  C L O C K  
D T I M E ,  E T I M E ,  T O T A L ,  T I M E S ( 2 )  
I N T E G E R  
C O M M O N  
D A T A  
D A T A  
D A T A  
D A T A  
D A T A  
T = T O  
S Y S T E M  
/ D V O D 0 2 / H U ,  N C F N ,  N E T F ,  N F E ,  N J E ,  N L U ,  N N I ,  N Q U ,  N S T  
T I M E S / 0 . 0 , 0 . 0 / ,  D E L  T A / 0 . 4 D O / ,  N E Q / 3 / ,  T O I O . D O I  
Y / 1 . D O , O . D O , O . D O /  
A  T O L l  I  . D - 6 ,  I  . D - 6 ,  I  . D - 6 / ,  R T O L / I  . D - 6 /  
I T O L / 2 / ,  ! T A S K / I / ,  I S T A T E I I / ,  I O P T / 0 / ,  L R W / 6 7 / ,  L I W / 3 3 /  
M F / 2 1 1 ,  T E N D / 4 . D I O /  
T O U T =  T O +  D E L T A  
T O T A L  =  D T I M E ( T I M E S )  
I O  C O N T I N U E  
I F ( T O U T .  L E .  T E N D )  T H E N  
C A L L  D V O D E ( F E X , N E Q ,  Y ,  T ,  T O U T , I T O L , R T O L , A  T O L , I T  A S K , I S T  A T E ,  
I O P T , R W O R K , L R W , I W O R K , L I W , J E X , M F , R P A R , I P A R )  
W R I T E ( 6 , 2 5 0 ) D L O G I O ( T ) ,  N S T ,  N F E ,  N J E ,  N Q U ,  H U ,  Y ( I ) ,  
Y ( 2 ) ,  Y ( 3 )  
T O U T  =  T O U T  *  I  0 . 0 0  
G O T O  I O  
E N D I F  
T O T A L  =  D T I M E ( T I M E S )  
P R I N T *  
P R I N T * , '  u s e r  s y s  t o t a l '  
P R I N T * , '  s e c o n d s  s e c o n d s  s e c o n d s '  
P R I N T * ,  T I M E S (  I ) ,  T I M E S ( 2 ) ,  T O T A L  
2 5 0  F O R M A T ( D I 2 . 4 , 1 4 , 1 4 , 1 3 , 1 3 , D I 2 . 4 , 3 D I 4 . 6 )  
S T O P  
E N D  
S U B R O U T I N E  F E X  ( N E Q ,  T ,  Y ,  Y D O T ,  R P A R ,  I P A R )  
D O U B L E  P R E C I S I O N  R P A R ,  T ,  Y ,  Y D O T  
D I M E N S I O N  Y ( N E Q ) ,  Y D O T ( N E Q )  
Y D O T ( l )  =  - . 0 4 D O * Y ( I )  + I  . D 4 * Y ( 2 ) * Y ( 3 )  
Y D O T ( 3 )  =  3 . D 7 * Y ( 2 ) * Y ( 2 )  
Y D O T ( 2 )  =  - Y D O T ( I ) - Y D O T ( 3 )  
R E T U R N  
E N D  
S U B R O U T I N E  J E X  ( N E Q ,  T ,  Y ,  M L ,  M U ,  P O ,  N R P D ,  R P A R ,  I P A R )  
D O U B L E  P R E C I S I O N  P O ,  R P A R ,  T ,  Y  
D I M E N S I O N  Y ( N E Q ) ,  P D ( N R P D , N E Q )  
P D ( l , I )  =  - . 0 4 0 0  
P D ( I , 2 )  =  l . D 4 * Y ( 3 )  
P D { l , 3 )  =  I . D 4 * Y ( 2 )  
P D ( 2 , I )  =  . 0 4 0 0  
P D ( 2 , 3 )  =  - P D ( I , 3 )  
P D ( 3 , 2 )  =  6 . D 7 * Y ( 2 )  
P D ( 3 , 3 ) = 0 . D O  
P D ( 2 , 2 )  = - P O (  I  , 2 ) - P D ( 3 , 2 )  
R E T U R N  
E N D  
1 6 1  
P r o g r a m  3 .  M a i n  P r o g r a m  f o r  L S O D E  w i t h  t h e  C a s e  o f  P r o b l e m  D 4  o f  E n r i g h t  e t  a l .  
P R O G R A M  R U N L S O D E  
I M P L I C I T  N O N E  
E X T E R N A L  F E X ,  J E X ,  C L O C K  
R E A L  * 8  A T O L ( 3 ) ,  R P A R ,  R T O L ,  R W O R K ( 5 8 ) ,  T ,  T O U T ,  Y ( 3 )  
I N T E G E R  I W O R K ( 3 3 ) ,  N E Q ,  I T O L ,  I A S T A T E ,  I O P T ,  L R W ,  L I W ,  I T  A S K  
R E A L  * 8  D E L T A ,  T E N D ,  T O  
R E A L  * 4  D T I M E ,  E T I M E ,  T O T A L ,  T I M E S ( 2 )  
I N T E G E R  S Y S T E M ,  M F  
D A T A  N E Q / 3 / ,  T I M E S / 0 . , 0 . / ,  D E L T A / 5 . D O / ,  I O P T / 0 / , I T A S K / 1 1  
D A T A  Y / l . D O , l . D O , O . D O / ,  T O / O . D O / ,  T E N D / 5 0 . D O / ,  I T O L / 2 /  
D A T A  A T O L / I . D - 6 ,  I . D - 6 ,  I . D - 6 / ,  I A S T A T E / 1 / ,  R T O L / I . D - 6 /  
D A T A  L R W ,  L I W / 5 8 ,  2 3 / ,  M F / 2 1 /  
T = T O  
T O U T =  T O +  D E L T A  
T O T A L  =  D T I M E ( T I M E S )  
1 0  C O N T I N U E  
I F ( T O U T . L E . T E N D )  T H E N  
1 6 2  
C A L L  L S O D E ( F E X , N E Q , Y , T , T O U T , I T O L , R T O L , A T O L , I T A S K , I A S T A T E ,  
I O P T , R W O R K , L R W , I W O R K , L I W , J E X , M F )  
W R I T E ( 6 , 2 0 ) T , I W O R K ( I l ) , I W O R K ( l 2 ) , 1 W O R K ( l 3 ) , 1 W O R K ( I 4 ) ,  
E N D I F  
R W O R K ( l i ) , Y ( l ) , Y ( 2 ) , Y ( 3 )  
I F ( I A S T  A  T E . L  T . O )  G O T O  8 0  
T O U T  =  T O U T  +  D E L T A  
G O T O  1 0  
T O T A L  =  D T I M E ( T I M E S )  
P R I N T *  
P R I N T * , '  u s e r  s y s  t o t a l '  
P R I N T * , '  s e c o n d s  s e c o n d s  s e c o n d s '  
P R I N T *  , t i m e s (  1  ) , t i m e s ( 2 ) , t o t a l  
S T O P  
8 0  W R I T E ( 6 , 9 0 ) I A S T A T E  
9 0  F O R M A  T ( / 1 1 '  E r r o r  h a l t . .  I S T A T E  = ' , 1 3 )  
2 0  F O R M A T ( D l 2 . 4 , 2 I 4 , 2 1 3 , D 1 2 . 4 , 3 D l 4 . 6 )  
S T O P  
E N D  
S U B R O U T I N E  F E X  ( N E Q ,  T ,  Y ,  Y D O T ,  R P A R ,  ! P A R )  
D O U B L E  P R E C I S I O N  R P A R ,  T ,  Y ,  Y D O T  
D I M E N S I O N  Y ( N E Q ) ,  Y D O T ( N E Q )  
Y D O T ( l )  =  - . 0 1 3 * Y ( l ) - l . D 3 * Y ( l ) * Y ( 3 )  
Y D O T ( 2 )  =  - 2 5 0 0 D O * Y ( 2 ) * Y ( 3 )  
Y D O T ( 3 )  =  0 . 0 1 3 * Y ( l ) - l . D 3  *  Y ( l ) * Y ( 3 ) - 2 5 0 0 . D O * Y ( 2 ) * Y ( 3 )  
R E T U R N  
E N D  
S U B R O U T I N E  J E X  ( N E Q ,  T ,  Y ,  M L ,  M U ,  P D ,  N R P D ,  R P A R ,  ! P A R )  
D O U B L E  P R E C I S I O N  P D ,  R P A R ,  T ,  Y  
D I M E N S I O N  Y ( N E Q ) ,  P D ( N R P D , N E Q )  
P D ( l , I )  =  - . O I 3 D O - I . D 3 * Y ( 3 )  
P D ( l  , 2 )  =  O . d O  
P D ( l , 3 )  =  - I . D 3 * Y ( l )  
P D ( 2 ,  I )  =  O . D O  
P D ( 2 , 2 )  =  - 2 5 0 0 . D O * Y ( 3 )  
P D ( 2 , 3 )  =  - 2 5 0 0 . D O * Y ( 2 )  
P D ( 3 , I )  =  O . O I 3 D O - l . D 3 * Y ( 3 )  
P D ( 3 , 2 )  =  - 2 5 0 0 . D O * Y ( 3 )  
P D ( 3 , 3 )  =  - l . D 3 * Y ( l ) - 2 5 0 0 . D O * Y ( 2 )  
R E T U R N  
E N D  
I 6 3  
P r o g r a m  4 .  M a i n  P r o g r a m  f o r  E P S O D E  w i t h  t h e  C a s e  o f  P r o b l e m  p r o p o s e d  b y  G u p t a  a n d  
W a l l a c e .  
1 0  
*  
P R O G R A M  R U N E P S O D E  
I M P L I C I T  N O N E  
R E A L  * 8  Y 0 ( 2 ) ,  H U S E D ,  E P S ,  D E L T A ,  H O ,  T O ,  T E N D ,  T O U T  
I N T E G E R  N Q U S E D ,  N S T E P ,  N F E ,  N J E ,  N ,  I E R R O R ,  M F ,  I N D E X  
C O M M O N  / E P C O M 9 /  H U S E D ,  N Q U S E D ,  N S T E P ,  N F E ,  N J E  
E X T E R N A L  D I F F U N ,  J A C O B ,  C L O C K  
R E A L  * 4  D T I M E ,  E T I M E ,  T O T A L ,  T I M E S ( 2 )  
I N T E G E R  S Y S T E M  
D A T A  N / 2 / ,  E P S / l . D - 6 / ,  D E L T A / I .  D O / ,  I E R R O R / I / ,  T E N D  I I  O . D O /  
D A T A  T I M E S / 0 . , 0 . / ,  M F / 2 1 1 ,  T O / O . D O / ,  H O / l . D - 6 /  
D A T A  Y O / l . D O ,  I .  D O / ,  I N D E X / 1 /  
T O U T =  T O +  D E L T A  
T O T A L  =  D T I M E ( T I M E S )  
C O N T I N U E  
I F ( T O U T .  L E .  T E N D )  T H E N  
E N D  I F  
C A L L  E P S O D E ( D I F F U N ,  J A C O B ,  N ,  T O ,  H O ,  Y O ,  T O U T ,  E P S ,  
I E R R O R ,  M F ,  I N D E X )  
W R I T E (  6 ,  I  0 0  I  ) T O , N S T E P , N F E , N J E , N Q U S E D , H O ,  Y O (  I ) ,  Y 0 ( 2 )  
I F ( I N D E X . N E . O )  S T O P  
T O U T  =  T O U T  +  D E L T A  
G O T O  1 0  
T O T A L  =  D T I M E ( T I M E S )  
P R I N T *  
P R I N T * , '  u s e r  s y s  t o t a l '  
P R I N T *  , t i m e s (  I  ) , t i m e s ( 2 ) , t o t a l  
S T O P  
1 0 0 1  F O R M A T ( !  X ,  I P D 9 . 1 , 3 1 6 , 1 4 , D l  0 . 2 , 3 D l 2 . 4 )  
E N D  
S U B R O U T I N E  D I F F U N ( N ,  T ,  Y ,  Y D O T )  
I M P L I C I T  N O N E  
I N T E G E R  N  
R E A L  * 8  Y ( l ) ,  Y D O T ( l ) ,  V ,  W ,  T  
V  =  - 8 0 . D O  
W =  8 . D O  
Y D O T ( l )  =  V * Y ( l ) - W * Y ( 2 ) + ( - V + W +  I . D O ) * D E X P ( T )  
Y D O T ( 2 )  =  W * Y ( l ) + V * Y ( 2 ) + ( - V - W +  l . D O ) * D E X P ( T )  
R E T U R N  
E N D  
S U B R O U T I N E  J A C O B ( N ,  T ,  Y ,  P D ,  N O )  
I M P L I C I T  N O N E  
I N T E G E R  N ,  N O  
R E A L  * 8  Y ( l ) ,  P D ( N 0 , 2 ) ,  V ,  W ,  T  
V  =  - 8 0 . D O  
W = 8 . D O  
P D ( l , l )  =  V  
P D ( 1 , 2 )  =  - W  
P D ( 2 , 1 )  =  W  
P D ( 2 , 2 )  =  V  
R E T U R N  
E N D  
P r o g r a m  5 .  E x p l i c i t  E u l e r  w i t h  t h e  c a s e  o f  p r o b l e m  1  o f  s e c t i o n  4 . 4  
*  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
* - - - - - - - - - - T h i s  i s  a  m a i n  p r o g r a m  f o r  S E D L E R - S U B R O U T I N E - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
* - - - - - - - - - - S e t  i n  t h e  P A R A M E T E R  N = 3  f o r  o f  d i m e n s i o n  a r r a y  - - - - - - - - - - - - - - - - -
P R O G R A M  S C E U L E R  
I M P L I C I T  N O N E  
I N T E G E R N  
P A R A M E T E R ( N = 3 )  
R E A L  * 8  A ( N , N ) ,  Y ( N ) ,  Y O ( N ) , F ( N ) , W R K ( N ) ,  H O ,  H N , T ,  T O ,  T F  
R E A L * 8  T O U T  
I N T E G E R  N U S E D ,  N S T E P  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  S e t  t h e  i n p u t  p a r a m e t e r s  
*  A  J a c o b i a n  m a t r i x  o f  d o f / d o t  a t t n  
*  F  F u n c t i o n  f o f y ' = f ( t , Y ) .  
*  Y O  T h e  i n i t i a l  v a l u e s  o f  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e  
*  T O  T h e  i n i t i a l  v a l u e s  o f  t h e  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e  
*  T F  T h e  f i n a l  v a l u e s  o f  t h e  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e  
*  T O U T  T h e  v a l u e  o f t  a t  w h i c h  o u t p u t  i s  d e s i r e d  n e x t .  
*  W R K  T h e  w o r k i n g  s t o r a g e  t h a t  i s  s e t  a s  a n  a r r a y  N  d i m e n s i o n  
*  Y  T h e  o u t c o m e  v a l u e s  o f  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e  
*  H O  T h e  i n i t i a l  v a l u e  o f  s t e p s i z e  
*  H N  T h e  r e a l  s u b s e q u e n t  s t e p s i z e  
*  N U S  E D  T h e  n u m b e r  o f  d e p e n d e n t  v a r i a b l e  Y  i n  t h e  p r o b l e m  
*  N S T E P  T h e  n u m b e r  o f  s t e p s  o f  i n t e g r a t i o n  f r o m  T O  t o  T F  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
1 6 4  
- - I . . . . _ _ _  
E X T E R N A L  F U N C T  
E X T E R N A L  J A C O B Y  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  F U N C T  T h e  e x t e r n a l  s u b r o u t i n e  f o r  f u n c t i o n  f ( t , Y )  o f y ' = f ( t , Y )  
*  J A C O B Y  T h e  e x t e r n a l  s u b r o u t i n e  f o r  f u n c t i o n  A ( t , Y )  o f  J a c o b i a n .  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
R E A L  *  8  Y E X ( N ) ,  L  I  , L 2 , L 3  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  Y E X  T h e  i n d e p e n d e t  v a r i a b l e  f o r  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  
*  L  1  , L 2 , L 3  R o o t s  o f  c h a r a c t e r i s t i c  o f  A .  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
I N T E G E R  I  
R E A L  * 8  D E L T A  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  I N T I T I A L I Z E  D A T A  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
D A T A  T O , H O , H N , T F / O . D 0 , 0 . 0 4 , 0 . 0 4 , 2 0 . D O / ,  N U S E D / 3 / , N S T E P / 0 /  
D A T A  Y 0 / - 1 . 0 0 ,  l . D 0 , 3 . D O /  
D A T A  L  1 ,  L 2 ,  L 3 / - 2 0 0 0 . D 0 , - 2 . D 0 , - 0 . 5 D O /  
D A T A  D E L T A / 0 . 5 /  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
P R I N T  5 0 , ( 1 ,  I = l , N U S E D )  
P R I N T  I  O O , T O , O . D O , ( Y O ( I ) , I =  I  , N U S E D ) , N S T E P  
P R I N T  1 0 0 ,  T O , O . D O , ( Y O ( I ) , I =  1  , N U S E D ) , N S T E P  
*  S E T  T I M E  S T E P  T  E Q U A L  T O  T O .  
T = T O  
T O U T  =  T O  +  D E L T A  
1 0  C O N T I N U E  
I F ( T O U T  . L E .  T F )  T H E N  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  C A L L  S U B R O U T I N E  S E U L E R  
C A L L  S E U L E R ( F U N C T , J A C O B Y ,  Y ,  Y O , A , F ,  W R K ,  T ,  T O U T , H O , H N ,  
N U S E D , N , N S T E P )  
*  A D D  T  W I T H  T H E  R E A L  S U B S E Q U E N T  S T E P S I Z E  H N .  
*  C O M P U T E  T H E  E X A C T  S O L U T I O N  
Y E X ( l )  =  D E X P ( L 2 * T O U T ) - 2 . D O * D E X P ( L 3 * T O U T )  
Y E X ( 2 )  =  - D E X P ( L l  * T O U T ) +  D E X P ( L 2 * T O U T )  +  D E X P ( L 3 * T O U T )  
Y E X ( 3 )  =  D E X P ( L l  * T O U T ) +  D E X P ( L 2 * T O U T )  +  D E X P ( L 3 * T O U T )  
*  P R O D U C E  T H E  O U T P U T  F O R  T I M E  S T E P  T  
P R I N T  I O O , T O U T , H N , ( Y ( I ) , I = 1 , N U S E D ) ,  N S T E P  
P R I N T  I  O O , T O U T , H N , ( Y E X ( I ) , I =  I  , N U S E D ) , N S T E P  
*  C O U N T  T H E  N U M B E R  O F  S T E P S  
T O U T  =  T O U T  +  D E L T A  
G O T O  1 0  
E N D I F  
P R I N T  2 0 0 , T O ,  T F ,  N S T E P  
5 0  F O R M A T ( '  T I M E  ' , 2 x , ' S T E P S I Z E  ' , 3 ( I x , '  Y ' , I l , '  ' ) ,  
I  '  S T E P ' / 7 0 ( ' - ' ) )  
I  0 0  F O R M A T ( I X , F 8 . 5 , 3 X , F 7 . 5 , 2 X , 3 ( 1 X , F l 3 . 6 ) , I 5 )  
2 0 0  F O R M A T ( 6 4 ( ' - ' ) / ' #  o f  s t e p s  o f  i n t e g r a t i o n  f r o m  ' , F 5 . 2 , '  t o ' ,  
I  F 7 . 3 , '  i s  ' , 1 4 )  
S T O P  
E N D  
1 6 5  
S U B R O U T I N E  S E U L E R ( F U N G , J A C ,  Y  , Y O , A , F ,  W R K , T ,  T O U T ,  
1  H O , H N , N U S E D , N D I M , N S T E P )  
I M P L I C I T  N O N E  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  T h i s  i s  t h e  A p r i l  1 3 ,  1 9 9 5  v e r s i o n  o f  
*  S E U L E R  . .  E L S P  S o l v e r  F o r  O r d i n a r y  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s .  
*  T h i s  v e r s i o n  i s  i n  d o u b l e  p r e c i s i o n .  
*  
*  S E U L E R  s o l v e s  t h e  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m  F o r  S t i f f  O D E - s  
*  D y / D t  =  F ( t , Y )  ,  o r ,  i n  c o m p o n e n t  F o r m ,  
*  D Y ( i ) / D t  =  F ( i )  =  F ( i , t , Y ( l ) , Y ( 2 ) ,  . . .  ,  Y ( N E Q ) ) ,  ( i = l ,  . .  , N E Q ) .  
*  S E U L E R  i s  a  p a c k a g e  b a s e d  o n  L a m b e r t ' s  A l g o r i t h m .  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  R e f e r e n c e  . .  
*  J . D .  L a m b e r t ,  A  S t a b l e  S e q u e n c e  o f  S t e p  l e n g t h s  F o r  E u l e r ' s  R u l e  A p p l i e d  
*  t o  S t i f f  S y s t e m s  O f  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  
*  c o m p . M a t h .  W i t h  A p p l s .  V o l .  1 2 B ,  N o 5 / 6 , p p  1 1 4 1 - 1 1 5 1 ,  1 9 8 6 .  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  A u t h o r  a n d  C o n t a c t  . .  E d w a r d  P u r b a  
*  
C o m p u t e r  S c i e n c e ,  O k l a h o m a  S t a t e  U n i v e r s i t y  
*  - - - - - - - - - - - · - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  A  J a c o b i a n  m a t r i x  o f  d o f / d o t  a t  t n  
*  F  F u n c t i o n  f  o f  y ' = f (  t ,  Y ) .  
*  Y O  T h e  i n i t i a l  v a l u e s  o f  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e  
*  T O  T h e  i n i t i a l  v a l u e s  o f  t h e  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e  
*  T O U T  T h e  v a l u e  o f t  a t  w h i c h  o u t p u t  i s  d e s i r e d  n e x t .  
*  T F  T h e  f i n a l  v a l u e s  o f  t h e  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e  
*  W R K  T h e  w o r k i n g  s t o r a g e  t h a t  i s  s e t  a s  a n  a r r a y  N  d i m e n s i o n  
*  Y  T h e  o u t c o m e  v a l u e s  o f  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e  
*  H O  T h e  i n i t i a l  v a l u e  o f  s t e p s i z e  
*  H N  T h e  r e a l  s u b s e q u e n t  s t e p s i z e  
*  N D I M  T h e  d i m e n s i o n  o f  a r r a y  ( s i z e  o f  d e c l a r a t i o n  v e c t o r s  o r  m a t r i x )  
*  N U S E D  T h e  a c t u a l  n u m b e r  o f  v e c t o r s  u s e d  t h e  c a l c u l a t i o n  
*  N S T E P  T h e  n u m b e r  o f  s t e p s  o f  i n t e g r a t i o n  f r o m  T O  t o  T F  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
5  
R E A L  * 8  
R E A L * 8  
A ( l ) ,  Y ( l ) ,  Y 0 ( 1 ) ,  F ( l ) ,  W R K ( l ) ,  H O ,  H N ,  T  
D I S T ,  T O U T  
R E A L  * 8  
I N T E G E R  
I N T E G E R  
C O N T I N U E  
D I S T  = T O U T - T  
F I N D H N  
N U S E D ,  N D I M ,  N S T E P  
I ,  J  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  C A L L  F U N C T I O N  T H A T  C A L C U L A T E  f ( t , Y )  o f y ' = f ( t , Y )  T H A T  I S  D E F I N E D  A S  
*  S U B R O U T I N E  M E N T I O N E D  I N  T H E  M A I N  P R O G R A M  A S  E X T E R N A L  F U N C T I O N .  
C A L L  F U N G ( F , Y O , T )  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
1 6 6  
*  C A L L  F U N C T I O N  T H A T  C A L C U L A T E  J a c o b i a n  A ( t , Y )  o f f ( t , Y )  T H A T  I S  D E F I N E D  A S  
*  S U B R O U T I N E  M E N T I O N E D  I N  T H E  M A I N  P R O G R A M  A S  E X T E R N A L  F U N C T I O N .  
C A L L  J A C ( T , Y O , A , N D I M )  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  S E T  S U B S E Q U E N T  S T E P S I Z E  S N  E Q U A L  T O  T H E  V A L U E  O F  F U N C T I O N  F I N D H N .  
H N  =  F I N D H N ( A , F , W R K , N U S E D , N D I M )  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
I F  ( H N  . G T .  H O )  H N = H O  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  C A L C U L A T E  T H E  V A L U E  O F  D E P E N D E N T  V  A R l A B L E  Y  F O R  T I M E  S T E P  T  
N S T E P  =  N S T E P  +  1  
I F ( D I S T . G E . H N )  T H E N  
D O  1 0  1 = 1 , N U S E D  
Y ( l )  =  Y O ( I )  +  H N * F ( I )  
Y O ( I ) = Y ( I )  
1 0  C O N T I N U E  
E L S E  
3 0  
E N D I F  
T = T + H N  
G O T 0 5  
D O  3 0  I = 1 , N U S E D  
Y ( l )  =  Y O ( I )  +  D I S T * F ( I )  
C O N T I N U E  
H N = D I S T  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
R E T U R N  
E N D  
R E A L  * 8  F U N C T I O N  F I N D H N ( A , F , W R K , N U S E D , N D I M )  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  
T  T  
*  F u n c t i o n  F I N D H  . .  C a l c u l a t e  H n = ( f n  f n ) / l f n  A  f n l  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
I M P L I C I T  N O N E  
R E A L  *  8  A  ( I ) ,  F ( l  ) ,  W R K ( l )  
R E A L  * 8  T E M P ,  T P U ,  T P D  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  A  J a c o b i a n  m a t r i x  o f  d o f / d o t  a t t n  
*  W R K  T h e  w o r k i n g  s t o r a g e  t h a t  i s  s e t  a s  a n  a r r a y  N  d i m e n s i o n  
*  F  F u n c t i o n  f  o f y ' = f ( t , Y ) .  
*  N D I M  T h e  d i m e n s i o n  o f  a r r a y  ( s i z e  o f  d e c l a r a t i o n  v e c t o r s  o r  m a t r i x )  
*  N U S  E D  T h e  a c t u a l  n u m b e r  o f  v e c t o r s  u s e d  t h e  c a l c u l a t i o n  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
I N T E G E R  N U S E D ,  N D I M  
I N T E G E R  I ,  J ,  I N D  
T P U  =  O . O D O  
T P D  =  O . O D O  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  C A L C U L A T E  A F  
D O  1 0  1 = l , N U S E D  
W R K ( I ) =  O . D O  
D O  2 0  J = I , N U S E D  
I N D  = I +  ( J - 1  ) * N D I M  
W R K ( I ) =  W R K ( I )  +  A ( I N D ) * F ( J )  
2 0  C O N T I N U E  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  
T  
*  C A L C U L A T E  F  F  
T P U  =  T P U + F ( I ) * F ( I )  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
1 6 7  
~ 
*  
T  
*  C A L C U L A T E  F  A F  
T P D  =  T P D  +  F ( I ) * W R K ( I )  
* - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
1 0  C O N T I N U E  
T P D  =  D A B S ( T P D )  
F I N D H N  =  T P U / T P D  
R E T U R N  
E N D  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
S U B R O U T I N E  F U N C T ( F , Y , T )  
I M P L I C I T  N O N E  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  S u b r o u t i n e  D e r i v e  i s  a  s u b r o u t i n e  t o  c a l c u l a t e  f ( t , Y )  f r o m  y '  =  f ( t , Y )  
*  
*  
*  
*  
E N D  
R E A L * 8  T ,  Y ( l ) ,  F ( l )  
D Y I / D T  =  F l ( T , Y l , Y 2 , Y 3 ,  . .  )  
D Y 2 / D T  =  F 2 ( T , Y l , Y 2 , Y 3 ,  . .  )  
F ( 1 )  =  - Y ( l ) - 0 . 5 D O * Y ( 2 ) - 0 . 5 D O * Y ( 3 )  
F ( 2 )  =  - 0 . 5 D O * Y (  I  ) - I  0 0 0 .  7 5 D O * Y ( 2 ) + 9 9 9 . 2 5 D O * Y ( 3 )  
F ( 3 )  =  - 0 . 5 d O * Y ( l  ) + 9 9 9 . 2 5 d O * Y ( 2 ) - l  0 0 0 .  7 5 d 0 * Y ( 3 )  
R E T U R N  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
S U B R O U T I N E  J A C O B Y ( T , Y , A , N D I M )  
I M P L I C I T  N O N E  
*  S U B R O U T I N E  J A C O B Y  . .  T o  i n i t i a t e  J a c o b i a n  m a t r i x  A  =  d o f / d o t  
I N T E G E R  N D I M  
R E A L  * 8  T ,  Y ( l ) ,  A ( N D I M , N D I M )  
A ( l , l )  =  - l . D O  
A ( l  , 2 )  =  - 0 . 5 D O  
A ( 1 , 3 )  =  - 0 . 5 D O  
A ( 2 , 1 )  =  - 0 . 5 D O  
A ( 2 , 2 )  =  - 1 0 0 0 . 7 5 D O  
A ( 2 , 3 )  =  9 9 9 . 2 5 D O  
A ( 3 , 1 )  =  - 0 . 5 D O  
A ( 3 , 2 )  =  9 9 9 . 2 5 D O  
A ( 3 , 3 )  =  - 1 0 0 0 . 7 5 D O  
R E T U R N  
E N D  
P r o g r a m  6 .  E x p o n e n t i a l  M e t h o d  w i t h  t h e  c a s e  o f  p r o b l e m  2  o f  s e c t i o n  4 . 4  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  - - - - - - T h i s  i s  a  m a i n  p r o g r a m  f o r  e p i s o d - S u b r o u t i n e  
* - - - - - - S e t  i n  t h e  P A R A M E T E R  N = 2  f o r  t h e  n u m b e r  o f  v a r i a b l e .  
1 6 8  
*  
P R O G R A M  E P I S O D  
I M P L I C I T  N O N E  
I N T E G E R  N  
P A R A M E T E R ( N = 2 )  
R E A L  * 8  T ,  T O ,  T F ,  Y O ( N ) ,  Y ( N ) ,  F ( N ) ,  W R K ( N ) , F N ( N ) , H N  
R E A L  * 8  H O ,  T O L  
E X T E R N A L  D E R I V E  
I N T E G E R  N U S E D ,  N S T E P ,  N F  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  S e t  i n p u t  p a r a m e t e r s  
*  T  T i m e  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e  
*  T O  I n i t i a l  v a l u e s  o f T  
*  T F  F i n a l  v a l u e s  o f T  
*  Y  T h e  o u t c o m e  v a l u e s  o f  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  
*  W R K  T h e  w o r k i n g  s t o r a g e  t h a t  i s  s e t  a s  a n  a r r a y  o f N .  
*  F  F u n c t i o n  f  o f y '  =  f ( t , Y )  
*  H O  I n i t i a l  s t e p s i z e  
*  H N  T h e  a c t u a l  s t e p s i z e  
*  T O L  T o l e r a n c e ;  u s e r  s p e c i f i e d  
*  T O U T  T h e  v a l u e  o f t  a t  w h i c h  o u t p u t  d e s i r e d  n e x t .  
*  N U S  E D  #  o f  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e  Y  i n  t h e  p r o b l e m  
*  N S T E P  #  o f  s t e p s  o f  i n t e g r a t i o n  f r o m  T  t o  T F  
*  N F  # o f  e v a l u a t i o n  f ( t , y )  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
I N T E G E R  
R E A L  * 8  
D E L T A ,  T O U T  
D A T A  
D A T A  
D A T A  
D A T A  
T O / O . d O / ,  T F  I I O . D O / ,  H O / O . O D O / ,  H N / O . O D O /  
T O L / l . D - 6 / ,  N F / 0 / ,  N S T E P / 0 /  
Y O / O . D O ,  O . D O /  
N U S E D / 2 / ,  D E L  T A / 0 . 5 /  
I N T E G E R  N P R I N T  
O P E N ( U N I T = 3 , F I L E = ' e x p i s 2 . o u t ' )  
W R I T E ( 3 , 5 0 ) ( I ,  1 = 1  , N U S E D )  
W R I T E ( 3 , 1 0 0 )  T O , O . D O ,  ( Y O ( I ) ,  I = l , N U S E D )  
*  S e t  t i m e s t e p  T  e q u a l  t o  T O  
T = T O  
T O U T =  T O +  D E L T A  
1 0  C O N T I N U E  
I F ( T O U T .  L E .  T F )  T H E N  
*  C a l l  s u b r o u t i n e  E X P I S O D  
E N D I F  
C A L L  E X P I S O D ( D E R I V E ,  T ,  H O ,  H N ,  Y O ,  Y ,  F ,  F N ,  W R K ,  T O L ,  
N U S E D , N S T E P , N F , T O U T , T F , T O )  
W R I T E ( 3 ,  1  0 0 )  T O U T , H N , ( Y ( I ) , l =  1  , N U S E D )  
T O U T  =  T O U T  +  D E L T A  
G O T O  1 0  
W R I T E ( 3 , 2 0 0 ) T O ,  T - H O ,  N S T E P ,  N F  
5 0  F O R M A T ( '  T I M E  ' , 2 X , ' S T E P S I Z E  ' , 2 ( 1 X , '  Y ' , l l , '  ' ) /  
1 6 9  
~ 
6 4 ( ' - ' ) )  
1 0 0  F O R M A T ( l x , F 8 . 1 , 3 x , F 7 . 5 , 2 x , 2 ( 1 x , F l 3 . 6 ) )  
2 0 0  F O R M A T ( 6 4 ( ' - ' ) / ' #  o f  s t e p s  o f  i n t e g r a t i o n  f r o m  ' , F 5 . 2 , '  t o ' ,  
I  F 7  . 1  , '  i s  ' , 1 8 ,  " #  o f  e v a l u a t o n  o f f : "  , 1 8 )  
S T O P  
E N D  
S U B R O U T I N E  I N I T ( F U N G , T O , T F , Y O , Y , F , H O , W R K , T O L , N U S E D )  
I M P L I C I T  N O N E  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  
*  
*  
*  
*  
*  
*  
*  
*  
*  
*  
*  
*  
T h i s  s u b r o u t i n e  i s  u s e d  t o  d e t e r m i n e d  i n i t i a l  s t e p s i z e  o f  O D E  
S o l v e r s .  
T h e  a l g o r i t h m  i s  b a s e d  o n  c o n c e p t s  g i v e n  o n  :  
I .  G l a d w e l l ,  1 . ,  S h a m p i n e ,  L . F . ,  a n d  B r a n k i n ,  R . W .  
" A u t o m a t i c  S e l e c t i o n  o f  t h e  I n i t i a l  S t e p  S i z e  f o r  a n  O D E  S o l v e r "  
J .  C o m p u t .  A p p l .  M a t h .  1 8 ( 1 9 8 7 )  1 7 5 - 1 9 2 .  
2 .  H a i r e r ,  E . ,  N o r s e t t ,  S .  P . ,  a n d  W a n n e r ,  G .  
" S o l v i n g  O r d i n a r y  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s  I ,  
S p r i n g e r - V e r l a g ,  B e r l i n  H e i d e l b e r g  1 9 8 7 ,  1 9 9 3 .  
3 .  P u r b a ,  E d w a r d  
" C o m p a c t  N u m e r i c a l  M e t h o d s  f o r  S t i f f  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s "  
M a s t e r  T h e s i s ,  C o m p u t e r  S c i e n c e ,  O k l a h o m a  S t a t e  U n i v e r s i t y ,  
1 9 9 6 .  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  T O  S t a r t i n g  t i m e  
*  Y O  T h e  i n i t i a l  v a l u e  o f  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  
*  W R K  T h e  w o r k i n g  s t o r a g e  t h a t  i s  s e t  a s  a n  a r r a y  o f N .  
*  F  F u n c t i o n  f  o f y '  =  f ( t , Y )  
*  H O  I n i t i a l  s t e p s i z e  
*  T O L  D e s i r e d  l o c a l  r e l a t i v e  e r r o r ;  u s e r  s p e c i f i e d .  
*  N U S  E D  #  o f  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e  Y  i n  t h e  p r o b l e m  
*  N  s i z e  o f  t h e  d e c l a r a t i o n  o f  d i m e n s i o n  
*  
*  
R E A L * 8  T O ,  T F ,  H O ,  Y O ( l ) , Y ( l ) ,  F ( l ) ,  W R K ( l ) ,  T O L  
I N T E G E R  N U S E D  
R E A L * 8  
I N T E G E R  
E X T E R N A L  
T E M P O = O . D O  
T E M P I =  O . D O  
D O ,  D l ,  D 2 ,  T E M P O ,  T E M P I ,  T E M P  
I  
F U N G  
T O L  =  D M A X I ( T O L , l . D - 1 0 )  
T E M P =  T O L  * T O L  
C a l c u l a t e  f ( t O , y O )  
C A L L  F U N G ( T O ,  Y O ,  F )  
D O  I =  1  , N U S E D  
C a l c u l a t e  D O  a n d  D  I  
T E M P O =  T E M P O +  Y O ( l ) * Y O ( l )  
T E M P I  = T E M P I  +  F ( l ) * F ( l )  
E N D  D O  
T E M P O  =  T E M P O / T E M P  
T E M P I  = T E M P I / T E M P  
D O =  D S Q R T ( T E M P O / D F L O A  T ( N U S E D ) )  
D l  =  D S Q R T ( T E M P I / D F L O A T ( N U S E D ) )  
I F ( D O  . L E .  l . D - 5  . O R .  D l  . L E .  l . D - 5 )  T H E N  
1 7 0  
*  
*  
*  
H O  =  l . D - 6  
E L S E  
H O  =  O . O l D O * ( D O / D l )  
E N D I F  
H O  =  D M I N l ( D A B S ( T F - T O ) , H O )  
P e r f o r m  e x p l i c i t  E u l e r  
D O  1 = 1 ,  N U S E D  
Y ( I )  =  Y O ( I )  +  H O * F ( I )  
E N D  D O  
C a l c u l a t e  f (  t  1 ,  y  1 )  
C A L L  F U N G ( T O + H O ,  Y ,  W R K )  
E s t i m a t e  t h e  s e c o n d  d e r i v a t i v e  
D O  1 = 1 ,  N U S E D  
T E M P =  ( W R K ( I ) - F ( l ) ) * ( W R K ( I ) - F ( I ) )  
E N D  D O  
T E M P =  T E M P / ( T O L  * T O L )  
D 2  =  D S Q R T ( T E M P / D F L O A T ( N U S E D ) ) I H O  
D O =  D M A X 1 ( D l , D 2 )  
I F ( D O  . L E .  l . D - 1 5 )  T H E N  
H O  =  D M A X l ( l . D - 6 ,  l . D - 3 * H O )  
E L S E  
H O  =  ( 0 . 0 1 D O / D O ) * * ( l . D 0 / 3 . D O )  
E N D I F  
R E T U R N  
E N D  
S U B R O U T I N E  E X P I S O D ( F U N C T ,  T ,  H O ,  H N ,  Y O ,  Y ,  F ,  F N ,  W R K ,  T O L ,  
1  N U S E D , N S T E P , N F , T O U T , T F , T O )  
I M P L I C I T  N O N E  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  T h i s  i s  t h e  A u g u s t  7 ,  1 9 9 5  v e r s i o n  o f  
*  E X P I S O D  . .  E L S P  S o l v e r  f o r  O r d i n a r y  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s .  
*  T h i s  v e r s i o n  i s  i n  d o u b l e  p r e c i s i o n .  
*  
*  E X P I S O D  s o l v e s  t h e  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m  f o r  s t i f f  O D E - s  
*  D Y / D t  =  f ( t , Y ) ,  o r ,  i n  c o m p o n e n t  f o r m ,  
*  D Y ( i ) / D t  =  F ( i )  =  F ( i , t , Y ( l ) , Y ( 2 ) ,  . . . .  ,  Y ( N E Q ) ,  ( i = l ,  . . .  , N E Q )  
*  E X P I S O D  i s  a  p a c k a g e  p r o g r a m  f o r  s o l v i n g  s t i f f  a n d  n o n s t i f f  O D E s  
*  b a s e d  o n  a l g o r i t h m  w r i t t e n  b y  A s h o u r ,  S . S ,  a n d  A n n a ,  O . T  
*  R e f e r e n c e  . .  
*  S a m i  S .  A s h o u r  a n d  O w e n  T .  A n n a  
*  " E x p l i c i t  E x p o n e n t i a l  M e t h o d  f o  I n t e g r a t i o n  o f  S t i f f  
*  O r d i n a r y  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s "  
*  J .  G u i d a n c e ,  V o l .  1 4 ,  N o . 6 ,  p p . 1 2 3 4 - 1 2 3 9 .  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  A u t h o r  a n d  C o n t a c t  . .  E d w a r d  P u r b a  
*  
C o m p u t e r  S c i e n c e ,  O k l a h o m a  S t a t e  U n i v e r s i t y  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  T  T i m e  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e  
*  Y  T h e  o u t c o m e  v a l u e s  o f  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  
*  W R K  T h e  w o r k i n g  s t o r a g e  t h a t  i s  s e t  a s  a n  a r r a y  o f  N .  
*  F  F u n c t i o n  f  o f  y '  =  f (  t ,  Y )  
*  F N  - y " ( t ) / y ' ( t )  
*  H  I n i t i a l  s t e p s i z e  
1 7 1  
_ _ . _ _  
*  H N  T h e  a c t u a l  s t e p s i z e  
*  T O L  D e s i r e d  l o c a l  r e l a t i v e  e r r o r ;  u s e r  s p e c i f i e d  
*  T O U T  T h e  v a l u e  o f t  a t  w h i c h  o u t p u t  d e s i r e d  n e x t .  
*  N U S  E D  #  o f  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e  Y  i n  t h e  p r o b l e m  
R E A L * 8  T ,  H O , H N ,  Y O ( ! ) ,  Y ( l ) ,  F ( l ) ,  F N ( l ) ,  W R K ( l ) , T F ,  T O  
R E A L * 8  T O L ,  T O U T  
I N T E G E R  N U S E D ,  N F ,  N S T E P  
R E A L  * 8  D I S T ,  F U N C T  
E X T E R N A L  F U N C T  
I N T E G E R  
I F ( D A B S ( H O ) . L  T .  l . D - 3 3 )  T H E N  
C A L L  I N I T ( F U N C T ,  T O ,  T F ,  Y O ,  Y  , F , H O ,  W R K ,  T O L , N U S E D )  
N F = 2  
H N = H O  
E N D I F  
1 0  C O N T I N U E  
D I S T = T O U T - T  
N S T E P  =  N S T E P  +  I  
N F = N F + 2  
I F ( D I S T . G E . H N ) T H E N  
C A L L  E P S O D ( F U N C T ,  T ,  H O ,  H N ,  Y O ,  Y ,  F ,  F N ,  W R K ,  T O L ,  
I  N U S E D )  
D O  2 0  I = l , N U S E D  
Y O ( I ) = Y ( I )  
2 0  C O N T I N U E  
T = T + H N  
H N = H O  
G O T O I O  
E L S E  
C A L L  E P S O D ( F U N C T ,  T ,  H O ,  D I S T ,  Y O ,  Y ,  F ,  F N ,  W R K ,  T O L ,  
N U S E D )  
E N D I F  
R E T U R N  
E N D  
S U B R O U T I N E  E P S O D ( F U N C T ,  T ,  H O ,  H N ,  Y O ,  Y ,  F ,  F N ,  W R K ,  T O L ,  
I  N U S E D )  
I M P L I C I T  N O N E  
*  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
*  T  T i m e  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e  
*  Y  T h e  o u t c o m e  v a l u e s  o f  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  
*  W R K  T h e  w o r k i n g  s t o r a g e  t h a t  i s  s e t  a s  a n  a r r a y  o f  N .  
*  F  F u n c t i o n  f  o f  y '  =  f (  t ,  Y )  
*  F N  - y " ( t ) / y ' ( t )  
*  H  I n i t i a l  s t e p s i z e  
*  H N  T h e  a c t u a l  s t e p s i z e  
*  T O L  D e s i r e d  l o c a l  r e l a t i v e  e r r o r ;  u s e r  s p e c i f i e d  
*  N U S  E D  #  o f  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e  Y  i n  t h e  p r o b l e m  
R E A L * 8  T ,  H O , H N ,  Y O ( ! ) ,  Y ( l ) ,  F ( l ) ,  F N ( l ) ,  W R K ( l )  
R E A L * 8  T O L  
I N T E G E R  N U S E D ,  N F  
R E A L * 8  
C U R L E R R  
1 7 2  
. _ _ . _ _ _ _  
I N T E G E R  
E X T E R N A L  
I  
F U N C T  
C U R L E R R  =  - l . D O  
C A L L  F U N C T ( T ,  Y O ,  F )  
D O  1 0  I = l , N U S E D  
F N ( I )  =  l . D O  
Y ( I )  =  Y O ( I )  +  H O * F ( I )  
1 0  C O N T I N U E  
C A L L  F U N C T ( T + H N ,  Y ,  W R K )  
D O  2 0  I = l , N U S E D  
I F ( D A B S ( F ( I ) )  . G E .  l . D - 1 6 )  T H E N  
F N ( I )  =  ( F ( I ) - W R K ( I ) ) / ( H N * F ( I ) )  
I F ( F N ( I )  . G T .  O . D O )  T H E N  
* - - - - - - - - - - C a l c u l a t e  E x p o n e n t i a l  a p p r o x i m a t i o n  
E N D I F  
E N D I F  
Y ( I )  = Y O (  I ) +  F ( I ) * (  l . D O - D E X P (  - F N ( I ) * H N ) ) / F N ( I )  
W R K ( I ) = Y O ( I ) * D E X P ( F ( I ) * H N / ( Y O ( I ) +  l . D - 1 5 ) )  
I F ( D A B S ( F ( I ) ) . L  T .  l . D - 1 6  .  O R .  F N ( I )  . L E .  O . D O )  T H E N  
* - - - - - - - - - - C a l c u l a t e  u s i n g  R K . - 2  
*  C a l c u l a t e  c o e f f i c i e n t  o f  K 2 ' s  
E N D I F  
F N ( I )  =  H N * W R K ( I )  
W R K ( I )  =  Y ( I )  
F ( I )  =  H N * F ( I )  
Y ( I ) = Y O ( I ) + 0 . 5 D O *  ( F N ( I ) + F ( I ) )  
C U R L  E R R =  D M A X  I  ( D A B S ( Y ( I ) - W R K ( I ) ) / ( Y ( I ) +  1 . D - 1 5 ) , C U R L E R R )  
2 0  C O N T I N U E  
H O  =  D S Q R T ( ( T O L I C U R L E R R ) ) * H N  
H O  =  D M I N 1 ( H O ,  2 * H N )  
R E T U R N  
E N D  
c  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
c  D e f i n e  t h e  f u n c t i o n  o f  t h e  p r o b l e m  i n  t e r m s  o f  t h e  F ' s  a n d  t h e  X ' s  
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2 . 5  - 0 . 0 3 4 8 5 2  
0 . 0 2 4 9 3 9  
- 0 . 0 3 4 9 1 8 2  0 . 0 2 4 9 3 8 9  
3 . 0  
- 0 . 0 3 9 7 6 8  
0 . 0 2 9 9 2 9  
- 0 . 0 3 9 9 0 7 7  0 . 0 2 9 9 2 8 5  
3 . 5  - 0 . 0 4 4 6 8 6  0 . 0 3 4 9 1 8  
- 0 . 0 4 4 8 9 7 2  0 . 0 3 4 9 1 8 1  
4 . 0  - 0 . 0 4 9 6 0 4  0 . 0 3 9 9 0 8  
- 0 . 0 4 9 8 8 6 6  0 . 0 3 9 9 0 7 6  
4 . 5  - 0 . 0 5 4 5 2 2  0 . 0 4 4 8 9 8  - 0 . 0 5 4 8 7 5 9  
0 . 0 4 4 8 9 7  
5 . 0  
- 0 . 0 5 9 8 5 5  0 . 0 4 9 8 8 7  - 0 . 0 5 9 8 6 5 1  
0 . 0 4 9 8 8 6 4  
5 . 5  
- 0 . 0 6 4 7 7 5  0 . 0 5 4 8 7 6  - 0 . 0 6 4 8 5 4 3  
0 . 0 5 4 8 7 5 7  
6 . 0  
- 0 . 0 6 9 6 9 6  
0 . 0 5 9 8 6 5  
- 0 . 0 6 9 8 4 3 5  
0 . 0 5 9 8 6 4 9  
6 . 5  
- 0 . 0 7 4 6 1 7  
0 . 0 6 4 8 5 5  
- 0 . 0 7 4 8 3 2 6  0 . 0 6 4 8 5 4 1  
7 . 0  
- 0 . 0 7 9 5 3 9  0 . 0 6 9 8 4 4  - 0 . 0 7 9 8 2 1 6  
0 . 0 6 9 8 4 3 3  
7 . 5  - 0 . 0 8 4 4 6 2  0 . 0 7 4 8 3 3  
- 0 . 0 8 4 8 1 0 5  0 . 0 7 4 8 3 2 3  
8 . 0  
- 0 . 0 8 9 7 9 9  0 . 0 7 9 8 2 2  - 0 . 0 8 9 7 9 9 4  
0 . 0 7 9 8 2 1 3  
8 . 5  - 0 . 0 9 4 7 2 3  
0 . 0 8 4 8 1 1  - 0 . 0 9 4 7 8 8 2  
0 . 0 8 4 8 1 0 2  
9 . 0  - 0 . 0 9 9 6 4 8  0 . 0 8 9 8 0 0  
- 0 . 0 9 9 7 7 6 9  
0 . 0 8 9 7 9 9 1  
9 . 5  - 0 . 1 0 4 5 7 3  
0 . 0 9 4 7 8 8  - 0 . 1 0 4 7 6 6  
0 . 0 9 4 7 8 7 9  
1 0 .  - 0 . 1 0 9 4 9 9  0 . 0 9 9 7 7 7  
- 0 . 1 0 9 7 5 4  
o . o 9 9 7 7 6 6  I  
1 9 1  
~~ 
T a b l e  G . 7  T h e  C o m p u t a t i o n  R e s u l t s  f o r  P r o b l e m s  1  o f  C h a p t e r  4 . 4  
U s i n g  E x p o n e n t i a l  M e t h o d  a n d  t h e  E x a c t  S o l u t i o n  
T i m e  E x p o n e n t i a l  m e t h o d  
E x a c t  s o l u t i o n  
t  
y 1  
y 2  
y 3  
y 1  y 2  
0 . 0  - 1 . 0  1 . 0  
3 . 0  
- 1 . 0  
1 . 0  
0 . 5  
- 1 . 1 8 9 3 6 6  1 . 4 5 1 9 8  
1 . 1 4 5 2 9 1  
- 1 . 1 8 9 7 2 2  1 . 1 4 6 6 8 0  
1 . 0  - 1 . 0 7 6 8 2 6  
0 . 7 4 0 0 4 1  
0 . 7 3 9 9 5 6  - 1 . 0 7 7 7 2 6  
0 . 7 4 1 8 6 6  
1 . 5  - 0 . 8 9 3 6 4 3  0 . 5 2 0 2 0 2  0 . 5 2 0 2 5 9  - 0 . 8 9 4 9 4 6  0 . 5 2 2 1 5 4  
2 . 0  - 0 . 7 1 5 9 0 9  0 . 3 8 4 3 7 9  
0 . 3 8 4 3 3 9  
- 0 . 7 1 7 4 4 3  0 . 3 8 6 1 9 5  
2 . 5  - 0 . 5 6 4 6 2 6  0 . 2 9 1 5 3 3  
0 . 2 9 1 5 0 1  
- 0 5 6 6 2 7 2  0 . 2 9 3 2 4 3  
3 . 0  
- 0 . 4 4 2 1 4 5  0 . 2 2 4 0 6 9  
0 . 2 2 4 0 9 1  - 0 . 4 4 3 7 8 2  0 . 2 2 5 6 0 9  
3 . 5  - 0 . 3 4 5 0 8 5  0 . 1 7 3 3 4 9  0 . 1 7 3 3 6 4  - 0 . 3 4 6 6 3 6  0 . 1 7 4 6 8 6  
4 . 0  
- 0 . 2 6 8 9 2 1  0 . 1 3 4 5 5 0  0 . 1 3 4 5 3 9  - 0 2 7 0 3 3 5  0 . 1 3 5 6 7 1  
4 . 5  - 0 . 2 0 9 4 0 7  0 . 1 0 4 5 4 8  
0 . 1 0 4 5 5 8  
- 0 . 2 1 0 6 7 5  
0 . 1 0 5 5 2 3  
5 . 0  - 0 . 1 6 3 0 0 5  0 . 0 8 1 3 1 0  
0 . 0 8 1 3 0 2  
- 0 . 1 6 4 1 2 5  0 . 0 8 2 1 3 0  
5 . 5  - 0 . 1 2 6 8 6 3  0 . 0 6 3 2 4 7  
0 . 0 6 3 2 5 3  
- 0 . 1 2 7 8 3 9  0 . 0 6 3 9 4 5  
6 . 0  - 0 . 0 9 8 7 2 7  0 . 0 4 9 2 1 3  
0 . 0 4 9 2 0 9  - 0 . 0 9 9 5 6 8  
0 . 0 4 9 7 9 3  
6 . 5  - 0 . 0 7 6 8 2 8  
0 . 0 3 8 2 9 0  0 . 0 3 8 2 9 3  - 0 . 0 7 7 5 4 6  0 . 0 3 8 7 7 6  
7 . 0  - 0 . 0 5 9 7 8 5  0 . 0 2 9 7 9 7  0 . 0 2 9 7 9 5  - 0 . 0 6 0 3 9 4  0 . 0 3 0 1 9 8  
7 . 5  - 0 . 0 4 6 5 2 3  0 . 0 2 3 5 1 8  
0 . 0 2 3 1 8 5  
- 0 . 0 4 7 0 3 5  0 . 0 2 3 5 1 8  
8 . 0  - 0 . 0 3 6 2 0 3  
0 . 0 1 8 0 4 4  
0 . 0 1 8 0 4 2  - 0 . 0 3 6 6 3 1  0 . 0 1 8 3 1 6  
8 . 5  - 0 . 0 2 8 1 7 2  0 . 0 1 4 0 3 9  0 . 0 1 4 0 4 1  - 0 . 0 2 8 5 2 8  0 . 0 1 4 2 6 4  
9 . 0  - 0 . 0 2 1 9 2 3  0 . 0 1 0 9 2 5  
0 . 0 1 0 9 2 6  
- 0 . 0 2 2 2 1 8  0 . 0 1 1 1 0 9  
9 . 5  - 0 . 0 1 7 0 5 9  0 . 0 0 8 5 0 2  0 . 0 0 8 5 0 2  - 0 . 0 1 7 3 0 3  0 . 0 0 8 6 5 2  
1 0 .  - 0 . 0 1 3 2 7 5  0 . 0 0 6 6 1 6  
0 . 0 0 6 6 1 6  
- 0 . 0 1 3 4 7 6  0 . 0 0 6 7 3 8  
1 9 2  
y 3  
3 . 0  
1 . 1 4 6 6 8 0  
0 . 7 4 1 8 6 6  
0 . 5 2 2 1 5 4  
0 . 3 8 6 1 9 5  
0 . 2 9 3 2 4 3  
0 . 2 2 5 6 0 9  
0 . 1 7 4 6 8 6  
.  
0 . 1 3 5 6 7 1  I  
o . t o 5 5 2 3  1  
0 . 0 8 2 1 3 0  
0 . 0 6 3 9 4 5  
0 . 0 4 9 7 9 3  
0 . 0 3 8 7 7 6  
0 . 0 3 0 1 9 8  
0 . 0 2 3 5 1 8  
0 . 0 1 8 3 1 6  
0 . 0 1 4 2 6 4  
0 . 0 1 1 1 0 9  
0 . 0 0 8 6 5 2  
0 . 0 0 6 7 3 8  
T a b l e  G . 8  T h e  C o m p u t a t i o n  R e s u l t s  f o r  P r o b l e m s  2  o f  C h a p t e r  4 . 4  
U s i n g  E x p o n e n t i a l  M e t h o d  a n d  M a t h e m a t i c a  S o f t w a r e  
T i m e  E x p o n e n t i a l  m e t h o d  
M a t h e m a t i c a  
t  
y 1  y 2  
y 1  y 2  
0 . 0  
0 . 0  
0 . 0  
0 . 0  0 . 0  
0 . 5  - 0 . 0 1 4 9 6 0  0 . 0 0 4 9 8 2  
- 0 . 0 1 4 9 5 9 6  0 . 0 0 4 9 7 9 8 7  
1 . 0  - 0 . 0 1 9 9 5 1  0 . 0 0 9 9 7 2  
- 0 . 0 1 9 9 4 9 3  0 . 0 0 9 9 6 9 7  
1 . 5  - 0 . 0 2 4 9 4 1  0 . 0 1 4 9 6 1  - 0 . 0 2 4 9 3 9  
0 . 0 1 4 9 5 9 5  
2 . 0  - 0 . 0 2 9 9 3 5  0 . 0 1 9 9 5 1  - 0 . 0 2 9 9 2 8 6  0 . 0 1 9 9 4 9 2  
2 . 5  - 0 . 0 3 4 9 2 8  
0 . 0 2 4 9 4 1  - 0 . 0 3 4 9 1 8 2  0 . 0 2 4 9 3 8 9  
3 . 0  
- 0 . 0 3 9 9 0 4  
0 . 0 2 9 9 3 2  - 0 . 0 3 9 9 0 7 7  0 . 0 2 9 9 2 8 5  
3 . 5  - 0 . 0 4 4 8 9 4  
0 . 0 3 4 9 2 3  - 0 . 0 4 4 8 9 7 2  0 . 0 3 4 9 1 8 1  
4 . 0  - 0 . 0 4 9 8 8 5  
0 . 0 3 9 9 1 4  - 0 . 0 4 9 8 8 6 6  
0 . 0 3 9 9 0 7 6  
4 . 5  - 0 . 0 5 4 8 7 6  
0 . 0 4 4 9 0 6  - 0 . 0 5 4 8 7 5 9  0 . 0 4 4 8 9 7  
5 . 0  - 0 . 0 5 9 8 6 7  0 . 0 4 9 8 9 8  
- 0 . 0 5 9 8 6 5 1  0 . 0 4 9 8 8 6 4  
5 . 5  - 0 . 0 6 4 8 5 8  
0 . 0 5 4 8 9 0  - 0 . 0 6 4 8 5 4 3  0 . 0 5 4 8 7 5 7  
6 . 0  - 0 . 0 6 9 8 5 0  
0 . 0 5 9 8 8 2  - 0 . 0 6 9 8 4 3 5  0 . 0 5 9 8 6 4 9  
6 . 5  - 0 . 0 7 4 8 4 2  
0 . 0 6 4 8 7 5  - 0 . 0 7 4 8 3 2 6  0 . 0 6 4 8 5 4 1  
7 . 0  
- 0 . 0 7 9 8 3 4  
0 . 0 6 9 8 6 7  - 0 . 0 7 9 8 2 1 6  
0 . 0 6 9 8 4 3 3  
7 . 5  - 0 . 0 8 4 8 2 6  
0 . 0 7 4 8 6 0  - 0 . 0 8 4 8 1 0 5  0 . 0 7 4 8 3 2 3  
8 . 0  
- 0 . 0 8 9 8 1 8  
0 . 0 7 9 8 5 3  - 0 . 0 8 9 7 9 9 4  
0 . 0 7 9 8 2 1 3  
8 . 5  - 0 . 0 9 4 8 1 1  0 . 0 8 4 8 4 6  
- 0 . 0 9 4 7 8 8 2  0 . 0 8 4 8 1 0 2  
9 . 0  - 0 . 0 9 9 8 0 3  
0 . 0 8 9 8 3 9  - 0 . 0 9 9 7 7 6 9  0 . 0 8 9 7 9 9 1  
9 . 5  - 0 . 1 0 4 7 9 6  
0 . 0 9 4 8 3 2  - 0 . 1 0 4 7 6 6  0 . 0 9 4 7 8 7 9  
1 0 .  - 0 . 1 0 9 7 7 8 9  
0 . 0 9 9 8 2 6  - 0 . 1 0 9 7 5 4  
0 . 0 9 9 7 7 6 6  
1 9 3  
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J u l y  1 9 8 4  t o  J u n e  1 9 8 6 ;  R e s e a r c h e r ,  A g e n c y  f o r  t h e  A s s e s s m e n t  a n d  
A p p l i c a t i o n  o f T e c h n o l o g y  ( B P P  T e k n o l o g i ) ,  f r o m  1 9 8 9  t o  1 9 9 1 ;  E n g i n e e r i n g  
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